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Stay humble, work hard, be kind.
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B Nociones tedricas de interés
m Raices de polinomios. Factorizacién
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Nociones tedricas de interés

Fijado un entero no negativo n, llamamos polinomio de grado n en la variable = a
la funcién p definida mediante

p(z) = apa™ + An_12" 1+t ayx + ag, r €R,

donde:

i) los coeficientes a; son niimeros de un cierto conjunto (que suele ser Z, Q, R
o €); ag se llama término independiente, y a,, se llama coeficiente lider,

ii) a, # 0, para que el grado preciso del polinomio sea n (escribimos

deg(p) = n),
iii) y donde convenimos que el polinomio idénticamente igual a 0 (p = 0) tiene
grado —oo0.
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Nociones tedricas de interés
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Nociones tedricas de interés

m Ficiles de evaluar (se requiere tan solo un ndmero finito de sumasy
productos), de derivar y de integrar.
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Nociones tedricas de interés

m Ficiles de evaluar (se requiere tan solo un ndmero finito de sumasy
productos), de derivar y de integrar.

m Aproximan funciones interpolando datos de la misma.
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Nociones tedricas de interés

m Ficiles de evaluar (se requiere tan solo un ndmero finito de sumasy
productos), de derivar y de integrar.

m Aproximan funciones interpolando datos de la misma.

m Aproximan localmente (es decir, en puntos concretos) muchas de las
funciones importantes. Por ejemplo:

2 m
e$0z1+$0+@+...+w_0‘
2 m!
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Nociones tedricas de interés

m Ficiles de evaluar (se requiere tan solo un ndmero finito de sumasy
productos), de derivar y de integrar.

m Aproximan funciones interpolando datos de la misma.

m Aproximan localmente (es decir, en puntos concretos) muchas de las
funciones importantes. Por ejemplo:

2 m
e$0z1+$0+@+...+w_0‘
2 m!

m Aproximan uniformemente (es decir, sobre intervalos) a las funciones
que son continuas en intervalos cerrados y acotados (Teorema de
Weierstrass, 1885).
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Nociones tedricas de interés

m Dos polinomios son iguales cuando tanto sus grados como sus
coeficientes coinciden.
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Nociones tedricas de interés

m deg(p + ¢) < max{deg(p),deg(q)}. El resultado de sumar dos
polinomios del mismo grado puede ser un polinomio de grado menor
iun ejemplo?
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Nociones tedricas de interés

m deg(p-q) = deg( ) + deg(q).

m Sip(x Zakx entonces p?(z) = Z (Za/gak ])
k=0 j=
m(z+y)" = i (Z)m"_kyk, con (

n!
P ) kl(n — k)!

m
n .
l($1+$2++$m)n: E (kl kQ k )le‘f]'

ki+ko+-+Ekm=n Jj=1
(k; >0)

n n!
dond -
onde (kl,k2,...,km) Kkl -~ Ko

S

o~
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Ejemplo:

2 4322 —2= (22 +x—1)(2® — 2° + 2z) + (22 — 2).
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Un caso de especial interés: divisién por (z — a)
Tomando en (1) ¢(z) = x — a, con a € R, queda:

p(z) = (x —a)c(z) +r, r e R.
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Un caso de especial interés: divisién por (z — a)
Tomando en (1) ¢(z) = x — a, con a € R, queda:

p(z) = (x —a)c(z) +r, r € R.
m (Teorema del Resto.) p(a) =7, o bien

p(x) = (z = a)e(z) + p(a).
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Un caso de especial interés: divisién por (z — a)
Tomando en (1) ¢(z) = x — a, con a € R, queda:

p(z) = (x —a)e(x) +r, reR
m a esraiz de p (i.e., p(a) =0) si y solo si p(z) = (z — a)c(z).
En tal caso decimos que x — a divide a p(z). (Geométricamente, las

raices reales de un polinomio son puntos de corte del polinomio con el
eje horizontal.)
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Un caso de especial interés: divisién por (z — a)
Tomando en (1) ¢(z) = x — a, con a € R, queda:

p(z) = (x —a)e(x) +r, reR
m Sia; y ag son dos raices distintas de p, entonces p(z) = (z — a1)c1 (),

con ¢;(az) =0, de modo que ¢1(z) = (& — az)ca(x), o bien
p(x) = (z — a1)(z — az)ea(z).
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Un caso de especial interés: divisién por (z — a)
Tomando en (1) ¢(z) = x — a, con a € R, queda:

p(z) = (x —a)c(z) +r, r e R.

m Sideg(p) =ny ai, as,..., a, son raices distintas dos a dos de p,
entonces p(x) = ¢(z — a1)(x — az) - - - (x — ay,), donde ¢ € R.
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Nociones tedricas de interés

Dados dos polinomios p, g, no nulos y de grados arbitrarios, existen
polinomios c y r tales que:

p(z) = g(x)e(z) +r(z), con  deg(r) < deg(q). (1)

(Si fuera deg(q) = 0, entonces r = 0.)

m Un caso de especial interés: divisién por (z — a)
Tomando en (1) ¢(z) = x — a, con a € R, queda:

p(z) = (x —a)c(z) +r, r € R.
m Se dice que una raiz a del polinomio p tiene multiplicidad m (m un
entero positivo) si p(z) = (z — a)™c¢(z), donde ¢ es un polinomio con

c(a) # 0. (Se habla también de raices simples, dobles, triples,. ..,
seginseam =1, m=2, m=3, ....)
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Nociones tedricas de interés

De tener alguna, las raices enteras de un polinomio p con coeficientes enteros son
divisores enteros del término independiente.

Sea p(z) = apa™ + an_12" 1 + -+ +a1x + ag, con a, € Z. Si existe r € Z con
p(r) = 0 (r es una raiz entera de p), entonces

-1
anr™ + an_1r""" + -+ air +ag = 0,

(anrn_l ta, "4+ ap)r

—aop,

y como apr™ '+ ap 17" 24+ +ay €Z, r €Z, y —ag € Z, entonces r €s un
divisor (entero) de ag.
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Nociones tedricas de interés

Las raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros y coeficiente lider
igual a 1 son, necesariamente, enteras.

Sea p(z) = 2" + ap_12" "1 + -+ + ayx + ag, con ay, € Z. Si existe /s racional
irreducible con p(r/s) = 0, entonces

rn ,rn—l n—2 r
0= > +an—18n__1 +an—2sn_2 +"'+a1; + ao,
,r,n
=y " Y a2+ ayr s 2+ ags” T
s

Al ser entero el miembro derecho de la dltima ecuacién, y como r y s son
) r
coprimos (gcd(r, s) = 1), debe ser s = 1, de donde — =7 € Z.
s
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Nociones tedricas de interés

BRICOTALLER DIY

Sean r y s dos enteros con s # 0y r y s coprimos, es decir ged(r, s) = 1. Si el
racional irreducible /s es raiz de un polinomio (no necesariamente ménico) con
coeficientes enteros, entonces ...

Sea p(z) = anr™ + an_12" ' + -+ a1x + ag, con ay € Z. Si existe r/s
(racional irreducible) con p(r/s) = 0, entonces ...
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Nociones tedricas de interés
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Nociones tedricas de interés
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Nociones tedricas de interés

2n+1 _ ,2n+1

oz Y

— (1 _ y)(x2n + :L_2n—1,y + m21’L—2y NI m2,!/277,—2 +x,y2n—1 + y2n)

27

0
+4?) (2?2 —2zy cos +42) - (2 —2zy cos +12).

2 0 n
N
(@—y)(z"—2eycos o = m+1 m+1
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Nociones tedricas de interés

27 A7

2
+4?)(x?4+2zy cos +42) - (2 +2zy cos l—l—yﬁ).

2
- 2
(@+y)(z"+2ey cos o m+1 m+1
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Nociones tedricas de interés

- m2n_i_y2n

(2n - Dm

3
= (22 + 2xy cos % + %) (2? + 2zy cos % +9%) - (2% + 2zy cos +92).
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Nociones tedricas de interés

m (Identidad de Sophie Germain)

2t + 4y = (2 + 22y + 20%) (2 — 2z y + 20%).
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Nociones tedricas de interés

Si rq, 79,...,m son raices distintas del polinomio
p(x) =a™ + An_12" L+ -+ a1z + ag, (2)

entonces cada uno de los coeficientes a, de p depende de las raices 7;. La
dependencia explicita concreta

ar = ap(r1,72, .-y Th)

se obtiene desarrollando

p(x) = (& =)@ —r)--- (& —75) ©)

y comparando los coeficientes en (3) y (2).
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Nociones tedricas de interés

Si r1 y 72 son dos raices de p(z) = 22 + a1x + ag, entonces
p(x) =2+ az+ag=(z—r1)(x—71) = 2% — (ry +r0)x + 1179,
de donde

a1 = —(r1 +ra),

apg =Tira.
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Nociones tedricas de interés

Sean ahora 71, 72 y 73 tres raices de p(z) = 2 + a22? + a1z + ap. Como

p(z) = 22+ asx® + a1z + ag = (x —r1)(z —r2) (T — r3)

% — (r1+ro+ 7“3)9:2 + (r172 + Tar3 + T37T1)T — r1Tars,

entonces

ao = —(Tl -+ 7o + 1”3),
aq

r17r2 + ror3 + 1371,

ag = —T17rars.
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Nociones tedricas de interés

Sirg (k=1,2,...,n) son n raices del polinomio
p(z) = 2" 4+ an_12™ L+ -+ a1z + ag,

entonces
n
p(x) =z"+an_12" '+ + a1z +ag = H(CC —Tk)
k=1
=2" —ez" L ter™ 2 — .+ (—1)”_1en_1x + (=1)"ep,

donde las funciones ey, = ey (r1,72,...,7,) se llaman polinomios simétricos
elementales y estdn definidos mediante

ek(rlarzv"'7rn): H rjlr]é“'rjk‘
1<j1<je<-<jr<n
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Nociones tedricas de interés

p(z) = 2t + asz® + agx® + a1z + ag = (z—r1)(x—1)(x —7r3)(x —14)

=qz*— elx3 aF 62.132 — 3% + €4,

e1 = e1(ry,re,r3,r4) =11+ 72 + 73 + 14,

)
[\V)

|
)

o(r1,72,73,74) = T17r9 + 7173 + 174 + ror3 + Tors + 1374,
e3 = eq(r1,72,73,74) = 17273 + T1T2rs + 717374 + raT3Ty,

€4 = €5(T1,72,73,T4) = T1T2T374.
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Nociones tedricas de interés

Fijado n > 1, todo polinomio p(x) = a,x™ + a,_12" 1 + -+ + a1x + ag con
coeficientes complejos ay € C y a,, # 0 tiene, al menos, una raiz en C. Como
consecuencia,

p(z) = an(x — 1) (T —1r2) - (T —Tp), r; € C,

donde los 7; no son necesariamente distintos.
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Nociones tedricas de interés

Los conjuntos numéricos se han ido ampliando para que las ecuaciones algebraicas
con coeficientes en dichos conjuntos tengan solucién (en esos mismos conjuntos):

NcZcQcRcC.

...y el cuento termina con C, ya que toda ecuacién algebraica con coeficientes en
C tiene solucién en C.
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Nociones tedricas de interés

Las raices complejas de los polinomios con coeficientes reales aparecen en pares
conjugados. En otras palabras, si p es un polinomio con coeficientes reales y

r = a+ i es una raiz de p, entonces ¥ = o — i3 también es raiz de p (la
demostracion es super-simple y usa propiedades basicas de los nimeros
complejos).

Como consecuencia importante observamos que cada raiz compleja 7 = a + i8
(8 # 0) de p induce, en la descomposicién de p, el factor irreducible

(@ = (a+iB))(@ — (a —if)) = (z — a)* + 6.
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Nociones tedricas de interés

Si p es un polinomio con coeficientes reales, entonces
p(a) = an(z —71)™ - (z = r5)™ (2 = a1)® + B7)P* - (& — aw)® + B)P™,

donde 7; son las raices reales (de multiplicidad m;) y a;; & if3; son los pares de
raices complejas conjugadas (de multiplicidad p;).
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Nociones tedricas de interés

El polinomio p(x) = anx™ + an_12" 1 + -+ +a1x + ag (a, # 0) se llama
reciproco si a,_; = a; para i =0,1,...,n (es decir, si a, = ag, an—1 = az,
ap—2 = a2, )
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Nociones tedricas de interés

El polinomio p(x) = anx™ + an_12" 1 + -+ +a1x + ag (a, # 0) se llama

reciproco si a,_; = a; para i =0,1,...,n (es decir, si a, = ag, an—1 = az,
ap—2 = a2, )
pi(x) =a" +1,

p2(z) = 22t — 32% 4+ 422 — 32 4 2,
p3(x) = 42® + 527 — 32 + z* — 322 + 52 + 4.
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Nociones tedricas de interés

Una ecuacién algebraica p(x) = 0 se llama reciproca si p es un polinomio
reciproco.
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Nociones tedricas de interés

Una ecuacién algebraica p(x) = 0 se llama reciproca si p es un polinomio
reciproco.

2" +1=0,
2z% — 32% + 422 — 3z +2 =0,
408 + 527 — 320 + 2 — 322 + 5z +4=0.

Samuel G. Moreno (Universidad de Ja¢n) IO NEEr e



Nociones tedricas de interés

Si p es un polinomio reciproco de grado 2n, entonces

n

p(z) = 2"q(2),

1
donde g es un polinomio de grado n y donde z = = + —.
x
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Nociones tedricas de interés

Si p es un polinomio reciproco de grado 2n, entonces

n

p(z) = z"q(2),
. . 1
donde g es un polinomio de grado n y donde z = = + —.
x

Demostracién (Primera Parte) Al ser p reciproco y de grado 2n, tenemos

p(z) = apx®™ + a1x®™ -+ a1z +ap

1 1
= @ (aox" +az" ot — ao—n)
i i

1 1 1
=" (ao (x"—i——n) +ay (x"_1+ n1> + -t an—1 (x—f——) +an>-
x x i
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Nociones tedricas de interés

Si p es un polinomio reciproco de grado 2n, entonces

n

p(z) = z"q(2),
. . 1
donde g es un polinomio de grado n y donde z = = + —.
x

Demostracién (Segunda Parte) Ahora nos fijamos que

p)
1 1
w2+—2:<m—|——> — U= =2
7 T

1 1 1 1
x3+—3:<x2~|——2) (x+—)—<x+—):z3—3z,
T T T T
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Nociones tedricas de interés

Si p es un polinomio reciproco de grado 2n, entonces

n

p(z) = 2"q(2),

1
donde g es un polinomio de grado n y donde z = = + —.
x

Demostracién (Segunda Parte. Continuacién) Y en general, como

™t 1 _ <x"+i> <:1:+1> - (:13”_1+ ! )
pntl xn T pn—1 )

1 . .
es claro que 2" + — es un polinomio de grado n en z.
x
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Nociones tedricas de interés

Si p es un polinomio reciproco de grado 2n, entonces

n

p(z) = 2"q(2),
. 1
donde g es un polinomio de grado n y donde z = = + —.
x
Demostracion (Conclusién) Reuniendo todo, escribimos

1 1 1
@ @ x

= z" (aopn(2) + a1Pn-1(2) + -+ + an—101(2) + an),

donde po(2) =2, p1(2) = 2 Y Pnt1(2) = 2Pp(2) — Pr—1(2) para n > 1.
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Nociones tedricas de interés

Las raices de una ecuacion reciproca de grado par se pueden calcular resolviendo
una ecuacién de grado n (lo cual, obviamente, resulta muy conveniente).
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Nociones tedricas de interés

Ejemplo: 224 — 923 + 1422 — 92 +2 =0
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Nociones tedricas de interés

1 1
0:2x4—9:c3+14a:2—9a:+2:x2<2x2—9:c+14—9—+2 )
X

w2
1 1
— o (2(x2+—2>—9(x+—)+14).
Z Z
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Nociones tedricas de interés

1 1
0:2x4—9:c3+14a:2—9a:+2:x2<2x2—9x+14—9—+2 )
X

w2
1 1
— o (2(x2+—2>—9(x+—)+14).
Z Z

1 ., 1
Llamando z = 2 + —, y fijéndonos que z* + — = 2* — 2 nos queda
T T

1 1
0=a (2(x2+—2)—9<x+—>+14)
Z Z

= 22(2(2% — 2) — 92 + 14) = %(22%2 — 92 4 10).
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Nociones tedricas de interés

1 1
0=2z%—92% +142° — 92 + 2 = 22 (2502—9:6—1-14—954-2 )

w2
1 1
— o <z(x2+—2>—9(x+—)+14>.
Z Z

1 1
Llamando z = 2 + —, y fijéndonos que z* + — = 2* — 2 nos queda
T T
1 1
0=a (2 (x2+—2) —9<x+—> +14)
T T
= 22(2(2% — 2) — 92 + 14) = %(22%2 — 92 4 10).

Como = = 0 no es una raiz, resolvemos 222 — 9z 4+ 10 = 0 y obtenemos
z=2yz=5/2.
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Nociones tedricas de interés

1 .
Recordando que z = x 4+ —, solo queda resolver las dos ecuaciones
x

1
wa==72

i
+1 5
T4+ — ==
z 2

que dan las soluciones = = 1 (doble) — la primera ecuacién —, y
x = 1/2 — la segunda —. Por tanto

1
22% — 973 + 1422 — 92 + 2 = 2(x — 1)%(z — 2) (m——).

— 9

2
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Nociones tedricas de interés
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Nociones tedricas de interés

m Un polinomio p de grado n es reciproco si y solo si

z"p (i) = p(x).
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Nociones tedricas de interés

m Un polinomio p de grado n es reciproco si y solo si

z"p (i) = p(x).

. . 1
m Si 7 es una raiz de la ecuacién reciproca p(z) = 0, entonces — es
T

también raiz de dicha ecuacién. (iPor qué es r # 07?)
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Nociones tedricas de interés

m Un polinomio p de grado n es reciproco si y solo si

z"p (i) = p(x).

. . 1
m Si 7 es una raiz de la ecuacién reciproca p(z) = 0, entonces — es
T

también raiz de dicha ecuacién. (iPor qué es r # 07?)

m Todo polinomio reciproco de grado impar es divisible por (z 4 1) y el
cociente es un polinomio reciproco de grado par.
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Nociones tedricas de interés

Un polinomio de dos variables p = p(z,y) se llama simétrico si

p(z,y) = p(y, ©).
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Nociones tedricas de interés

Un polinomio de dos variables p = p(z,y) se llama simétrico si

p(z,y) = p(y, ©).

1. Polinomios simétricos elementales
oz, y)=z+y, oaz,y) =Y.
2. Suma de potencias

Sn(z,y) =™ + 4", n=20,1,2,....
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Nociones tedricas de interés

|
Todo polinomio simétrico en las variables z, y se puede representar como un
polinomio en las variables o1, 05, donde

UIZUl(xay):x+y7 0‘220'2(.’13,y):$y.

En otras palabras, cualquier polinomio simétrico (en dos variables) se puede
representar en términos de los polinomios simétricos elementales.
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Nociones tedricas de interés

En efecto, en primer lugar:

sn=a"+y" = (x+y) (=" + ") —ay@@" 2+ "),
= 01Sp—1 — 025n—2, n > 2,
de donde obtenemos la recursion
S0 = 2, 51 =01, Sp = 018n—1 — 02512, n > 2,

de modo que para cada n > 0 obtenemos s,, = s, (01, 02). Tenemos

Sy = 0% — 209, S4= O'% — 40209 + 203,

S3 — O'i’ — 3010’2785 = O'i% — 50’%0’2 == 50’10’%
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Nociones tedricas de interés

Y en segundo lugar:
®m si i = j, entonces z'y’ = (zy)’ = 0},

® ysi i < j, entonces, usando que s, = s, (01, 092) obtenemos
i, j i i ig, G—i j—i i i
'y + 2’y =2ty (Y " + 2/ = 058 = 038-i(01,02).

m Un polinomio simétrico en z e y tiene términos de la forma z'y’ (que
hemos visto que se escriben como una potencia de 02), y termlnos de
la forma az’y’ (i # j), junto con su “correspondiente” axly’ (por ese
“asunto de la simetria”); como hemos visto que x'y’ + 271" puede
escribirse como un polinomio en o1 y o9, esto prueba finalmente que
los polinomios simétricos pueden representarse en términos de los
polinomios simétricos elementales.
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Nociones tedricas de interés

EJERCICIO: Resolver el sistema

Tty = 3,
®+y® = 33
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Nociones tedricas de interés

EJERCICIO: Resolver el sistema
r+y = 3,
®+y® = 33

Usando las nuevas variables 01 = = + y y 09 = zy resulta (usando que
s5 = 0f — bajos + 5o103):

o = 3,
o9 — 50309 + 5103 = 33.
Reemplazando o7 por 3 en la segunda ecuacién, se obtiene
3% —5-3%09 +5- 305 = 33, que resolviendo da 02 =2y 09 = T.

Entonces, de 01 =z +y =3, 02 = 2y = 2 resulta (z,y) = (1,2) y
(z,y) = (2,1). Se procede del mismo modo con o1 =3, 02 = T.
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Problemas para trabajar en clase

Calcular \3/3\/21 +8 — {5/3\/2_ — 8.

Sean a, b, ¢ nimeros reales distintos dos a dos. Dado el polinomio

(z—a)z-b)  @—b@-0  (z—c)—a)

ple) = (c—a)c—b) (a—ba—c)  (b-c)b—a)’

obtener el valor p((a? + b + ¢2)?).

Factorizar a* + b*.

Deducir la identidad de Sophie Germain

a* + 4b* = (a® + 2ab + 2b%)(a® — 2ab + 2b?).

Probar que si n es un entero mayor que 1 entonces n* + 4™ no es
primo.

iEs 3% + 643 un nlimero primo?
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Problemas para trabajar en clase

m Factorizar 28 + 982* 4+ 1 como producto de polinomios con
coeficientes enteros.

m Encontrar todas las soluciones (z,y) reales de
y* + dy’x — 11y? + 4oy — 8y + 822 — 40z + 52 = 0.

m ;Es posible que cada uno de los polinomios p1(x) = az? + bz +c,
p2(z) = cx? + ax + b, p3(x) = bx? + cx + a tenga dos raices reales
distintas?

m Calcular a sabiendo que una de las raices de
p(z) = 2% + 222 + 2z + a es la suma de las otras dos raices.

m Calcular la relacién entre a, b y c sabiendo que una de las raices de
p(x) = 23 + az? + bz + c es la suma de las otras dos raices.
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Problemas para trabajar en clase

m Sabiendo que la suma de dos de las raices de

p(z) = 2* + az® + ba? + cx + d es igual a la suma de las otras dos
raices, verificar que a® — 4ab + 8¢ = 0.

m Calcular
(1—x+x%— ..+ 22015 — 22016)(1 4 2 + 22 ... + 22015 4 22016),
m Obtener el coeficiente de x* para el polinomio
pz) = (1 +2)° + (1 -2)° = (1 +2%)%
m Sabiendo que el polinomio p(x) = z3 + az + b tiene tres raices
distintas, demostrar que a < 0.
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Problemas para pensar en casa

m Si 7y, r9 son las raices de 22 + ax + bc = 0, y r2, T3 son las raices de
22 4+ bz + ca = 0, donde ac = be, probar que 71, r3 son las raices de
x? 4 cx 4+ ab = 0.

m Fijado un entero positivo n, demostrar que se puede construir un
tridngulo rectdngulo con catetos de longitudes a =2n + 1y
b = 2n? + 2n, y cuya hipotenusa tiene una longitud que es también
un ndmero entero.

m Para un entero positivo n arbitrario, encontrar los coeficientes de los
polinomios

m p(z) = (1+2)% + (1 —2)% — (1 +22)*,
mgz)=(1+2)1+22)(A+zh) - (1+22).
m Encontrar todos los polinomios p que verifican que
p(z —1)+2p(z + 1) = 322 — Tz.
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Problemas para pensar en casa

m Mostrar que para nimeros reales no nulos a, b, las raices r; del
polinomio p(x) = ax® — ax? + bz + b verifican la condicién

1 1 1
(T1+T2+T3) <—+—+—> = =1,
T1 T9 T3

m Encontrar, en cada caso, niimeros a,b € R tales que
m (22 — 1)]az* +b2® +1,
m (z—1)2%|ax* +b2® + 1.
u (Dificil) Los coeficientes del polinomio p(x) = ax® + bx? + cz + d son
enteros y tales que ad es impar y bc par. Probar que al menos una
raiz de p es irracional.
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Problemas para pensar en casa

m Hallar el valor de m sabiendo que la ecuacién

22 —br m-—1

ar+c¢ m+1

tiene soluciones opuestas r y —r, con r # 0.

. . 1 1
m Si r1, 79 son las soluciones de az2 + bz + ¢ = 0, calcular =R U
7 7
1 2
términos de a, b, y c.

= Al dividir el polinomio p(z) entre (2 — 1) el resto es 4z + 4. ;Cual es
el resto de dividir p(x) entre (z —1)?

= El polinomio p(z) = az® — 6022 + bx — 125 es el cubo de un binomio.
i Cuanto es ab?

(Extraidos de un libro de texto de SM de la coleccién Savia.)
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