SESION PARA EL V SEMINARIO ENTRENANDO PARA LA OLIMPIADA

Francisco Javier Martinez Sanchez

PROBLEMA | (DIVISIBILIDAD)

Definicion. Un nimero a € Z es divisible por otro b € Z cuando existe k € Z tal que a = bk, en cuyo caso
se escribe b|a y se lee b divide a a.

Definicion. Un nimero primo es un nimero entero p # +1 que so6lo tiene como divisoresa +1y +p. Un
namero entero que no es primo se llama compuesto.

Algunos conjuntos famosos de nimeros primos son:

e Los primos de Fermat son nimeros primos de la forma F, = 22" 4+ 1 conn € N. Por ejemplo, F, =
3,F, =5, F, =17, ... Fermat pensaba que esta expresion generaba nimeros primos para cada n €
N, pero Euler demostr6 que Fs = 232 + 1 = 4294967297 es compuesto. En la actualidad solo se
conocen cinco primos de Fermat, a saber, F,, F;, F,,F5 y F,. La pregunta “;existen otros primos de
Fermat?” sigue sin respuesta a dia de hoy.

e Los primos de Mersenne son numeros primos de la forma M,, = 2™ + 1 conn € N. Al igual que
ocurria con Fermat, Mersenne estaba convencido de que esta expresion generaba nimeros primos
para cada n € N. En la actualidad, se conocen 51 primos de Mersenne y se desconoce si hay 0 no
una cantidad infinita de ellos.

e Los primos de Germain son nimeros primos p de modo que 2p + 1 también es primo. Por ejemplo,
2 es un primo de Germain porque 2 - 2 + 1 = 5 también es primo. A dia de hoy no se sabe si existen
0 no infinitos primos de Germain.

e Los primos gemelos son parejas de primos p y g de modo que g = p + 2. Por ejemplo, 5y 7 son
primos gemelos; 11 y 13 son primos gemelos; 17 y 19 son primos gemelos. De nuevo, un problema
aun sin resolver es demostrar o no la existencia de infinitos primos gemelos. Este problema es
denominado la ‘conjetura de los primos gemelos’.

Proposicion (Euclides). Un nimero p € Z es primo si, y sélo si, p|(ab) = pla Vv p|b.

Teorema fundamental de la Aritmética. Todo nimero entero n > 1 se factoriza como producto de
ndimeros primos (Unico salvo el orden) n = p;'p5? .. .pam donde m € N, p; # p, # -+ # Py, SON NAMeEros
primosy e, € Nparacadak =1,...,m

Proposicion (Euclides). Existen infinitos nimeros primos.

-Demostracion 1-

Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que existe una cantidad finita de ndmeros primos py, ..., Py v
consideremos el nimero N = p1p, ...pm + 1. El TFA qarantiza la existencia de un divisor primo de N, digamos q.
Evidentemente, ¢ = py para algan k = 1, ..., m. Consecuentemente, q|(p1p; ... ), asi que g|(N — p1pz ...Pm) =
1 por ser q|p. Contradiccion, un ndimero primo no puede dividir 3 1.

-Demostracion 2-
Euler demostro que
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Si existiese una cantidad finita de ndmeros primos entonces [, primo P < oy, en consecuencia, la suma

infinita X2 1 =1 + + + + -+ < o0. Contradiccion, porque
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Conjetura de Goldbach. Problema propuesto por C. Goldbach en una carta para L. Euler en el afio 1742. El
enunciado es muy sencillo: Todo nimero par mayor que 2 es suma de dos numeros primos. A dia de hoy,
nadie ha conseguido refutar o confirmar dicha conjetura. La conjetura de Goldbach ha sido comprobada
verdadera con ordenadores hasta 1018,

Teorema de navidad (Fermat, 1640). Un niUmero primo p es suma de cuadrados si, ysélosi,p =20p =
1 (mod 4).

-Demostracion- =

Evidentemente, 2 = 1% + 1%. Supongamos que un namero primo impar es p = a? + b? para ciertos a,b € N. En
tal caso, a® y b? tienen paridad opuesta y, sin pérdida de generalidad, asumimos que a? es pary b? es impar. De
igual modo, es inmediato que a es pary b es impar, es decir, a = 2u y b = 2v — 1 para ciertos u, v € N. AsT pues,
p=a*+b?=2uw?>+ Q2v—-1)2=4u*+4v* —4v + 1 = 1 (mod 4), como se queria demostrar.

Funcion sigmao: N = N. 0,,(n) = X 4n,450 d* = suma de todos los divisores positivos de n elevados a x >

€1 62

0. Suponiendo que n = p;ips? ...p.™ es la descomposicion en factores primos de n € N,

(1+ep)x
ao(n) = n de divisiores de n = [I7;(1 + e;) y o, (n) = [TjL, 2% — 1
X

Numeros perfectos. Un nimero se dice perfecto si la suma de todos sus divisores positivos (sin contar al
propio numero) es igual al nimero considerado. Por ejemplo, 6 y 28 son numeros perfectos. jCompruébese!
Euclides comprob6 que 2™~1(2™ — 1) genera un nimero perfecto siempre y cuando 2™ — 1 es primo (¢por
qué?). En la actualidad, solo se conocen poco méas de 50 nameros perfectos y todos ellos son pares. No se
sabe aun si hay infinitos nimeros perfectos o si existe algun nimero perfecto impar.

PROBLEMA |. Dado un numero entero positivo, consideremos la operacion consistente en restarle su mayor
divisor propio. Partiendo del nimero 1919 y aplicando reiteradamente esta operacion se obtiene el nimero
1. Determinar cuantas veces se ha aplicado la operacion.

Pista: Calcula los primeros resultados de aplicar la operacion e intenta generalizar...
-Solucion- 114 veces

Etapat: Ny = 1919 — 1918 = 18- 1918

Einpa2: Np = 18 - 1918 —9.1918 = 9. 1918

Etapaz: N3 =9 - 1918 —3.1918 = 6. 1918

Etapa4: Ny = 6 - 1918 —3.1918 =3.1918

Etapa5: Ns = 3 - 1918 — 1918 = 2. 1918

Einpa 6:Ng = 2-1918 — 1918 = 1918

Enb fps08 hemos éfﬂ'm[a el exponente en una unidad. En /bj’l’fjm'ﬂnfﬂj‘é (w505, /[eﬂmﬂemaya N;, = 1977,

%uﬂ/menfe, Nig = 196, N,, = 1915, ..., N1og = 191 Finalmente,

Nigpo =19—-1=18, Ni1p=18—-9=9

Ni11 =9—-3=6, Ny, =6—3=3
Nii3=3—-1=2, Nijuy=2-1=1



PROBLEMA Il (ECUACIONES)

Ecuacion polinémica de gradon = 1: a,x™ + a,_x" * + -+ a;x + a, = 0 con ay, ...,a, € Rya, # 0.

En 1° ESO, ecuaciones de grado n = 1. En 2° ESO, ecuaciones de gradon = 1 yn = 2 (completas e
incompletas + bicuadradas). En 3° ESO, 4° ESO y Bachillerato, ecuaciones de grado superior (método de
Ruffini). Por supuesto, en 4° ESO y Bachillerato, también ecuaciones exponenciales, logaritmicas,
trigonométricas y radicales... No todas las ecuaciones son polinémicas. Por ejemplo,

o 2¥°1 4 2% 4 2x+1 = 28 es una ecuacion exponencial + ¢Sabes resolverla?

e 4sin(x) + 1 = cos(2x) es una ecuacién trigonométrica + ;Sabes resolverla?

e Se pueden combinar, e* + x3 + x + cos(x) = 7... (Existencia de solucion = Teorema de Bolzano,

Unicidad de solucion = estudio de la primera derivada)
o x* = 2 https://www.youtube.com/watch?v=sWgNCra93D8.

Teorema fundamental del Algebra. Toda ecuacion polindmica de grado n > 1 tiene exactamente n
soluciones en C contando con multiplicidad.

Por ejemplo, x? — 1 = 0 tiene dos soluciones, a saber, +1 y —1. Sin embargo, x? + 1 = 0 no tiene

soluciones reales (+i). La ecuacion x* — 5x2 + 6 = 0 tiene 4 soluciones, +v/2, ++/3. Como veis, las
ecuaciones de grado par pueden tener todas sus soluciones reales o todas sus soluciones complejas. ¢Qué
ocurre con las ecuaciones de grado impar?

Proposicion. Toda ecuacion de grado impar tiene, al menos, una solucion real.
-Demostracion- Consecuencia directa del Teorema de Bolzano. ..

Proposicion. Si existe x, € C tal que f(x,) = 0 (x, es una solucién de la ecuacion polindmica f(x) = 0),
entonces f(x,) = 0 (i, también es solucion de la ecuacion polinémica f(x) = 0)

-Demostracion- Consecuencia inmediata de que todos los coeficientes del polinomio f son reales y del hecho de

que f(x) = f(x.).

Estos dos ultimos resultados permiten escribir

Grado NUmero de raices reales
2 0o?2
3 103
4 0,204
5 1,305
6 0,2,406

Un resultado curioso... No existe una férmula exacta (a partir de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones
y raices) para hallar las soluciones de una ecuacién polindmica de grado mayor o igual que cinco. Esto
significa que si existen formulas para resolver cualquier ecuacion polindmica de grado < 4. jOjo! No
significa que ninguna ecuacion de grado > 5 se pueda resolver. Algunas si y otras no. Por ejemplo, la
ecuacion x°> — 1 = 0 se puede resolver, pero la ecuacién 2x> — 10x + 5 no. No se estudian en el instituto,
salvo la férmula para grado 2. Este resultado tan impresionante fue demostrado por E. Galois, un
matematico francés que falleci6 en 1832 a la edad de 20 anos en un duelo por amor...


https://www.youtube.com/watch?v=sWgNCra93D8

f(xn)
f’(xn)
sucesion {x,,} tiende a la solucion de f(x) = 0. Por ejemplo, considérese la ecuacion x®> —4x —1 =0y
toma x, = 1'5:

Meétodo de Newton-Raphson (aproximacion de raices). xo € RY xX,41 = Xy — paracadan € N. La

xf—4x1—1
5xi—4

x§—4x2—1
5x5—4

xg—4x0—1
5x5—4

X, = %o + ~ 1'4721407, x, = x, + ~ 1'4708210, x5 = x, + ~ 1'4708182

La tercera iteracion cuenta ya con nueve decimales exactos de la solucion que hay en (1,2).

Relaciones de Cardano-Vieta. Si {j, ..., {,, son las soluciones de la ecuacion a,x™ + --- +a,x + a; = 0 con
ao, ...,y € Ry a, # 0, entonces

Gt Gobd G =t B GGy = =02 0 GiGa G = (CD 22
Por ejemplo, la ecuacion x? — 5x + 6 = 0 tiene por soluciones 2 y 3. Efectivamente, 6 =2 -3y 5 = 2 + 3.

Regla de los signos de Descartes. EI nimero de raices positivas de la ecuacion polinémica f(x) = 0 (con
términos ordenados segun el grado) es igual al nimero de cambios de signo entre los coeficientes del
polinomio f o disminuido en una cantidad par. Por ejemplo, la ecuacion x5 + 3x* — 5x%2 + x — 7 = 0 tiene
por coeficientes {1,3,0,—5,1 — 7} y supone un total de 3 cambios de signo. En consecuencia, la ecuacién
admite 3 o 1 soluciones positivas. Aplicando el resultado a la ecuacion f(—x) = 0, obtenemos una cota
superior para el nimero de soluciones negativas de f(x) = 0.

Teorema de Sturm. ;Cémo hallar la cantidad de raices positivas de un polinomio f(x) (contadas sin
multiplicidad)? Construimos la sucesion de polinomios p,(x) = f(x), p,(x) = f'(x) y pp(x) =
—resto(pr_1 (x), px (x)) (resto de dividir p,_, (x) entre p, (x)) hasta que obtengamos como resto un
polinomio constante. Fijamos a < b y consideramos los valores

{1 (a), p2(@), p3(@), ..., pm(a)} {p1 (D), p2(b), p3(b), ..., P (b)}

Si llamamos V (¢) =n° cambios de signo de {p, (c),p,(c), p5(c), ..., pm (c)}, entonces el nimero de
soluciones positivas de f(x) = 0 en el intervalo [a, b] es igual a V(a) — V(b).

Actividad. Comprueba que no existe ningun prisma rectangular con igual area,
volumen y perimetro.

-Solucion- \S’u/mryﬂmoy que dicho prisma existe lamemos a sus lados a, b, ¢ > 0.
Elvolumen esV = abc.
Fldreaes A = 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc).
E/ﬁeﬁmefmexP =4a+4b+4c=4(a+b+c).
SiV =A =P, entoncesabc = 2(ab +ac + bc) =4(a+b+c) =21>0.
Elvolumen, drea Y pem’mefm me recuerdan a las relaciones de Cardano-Vieta. ..
Sip(t) =t3+ At?2 + Bt + C esum ﬁoﬁnomz’o con raices @, b, ¢, enfonces

A=—(a+b+c)= —A/4

B =ab+ac+bc=l/2
C = —abc = -1

Asi,p(t) = t3 — % t? + % t— A, fero este /aoﬁnomio solo tiene una raiz payiﬁm Al ser un /aoﬁnamio de ﬂm/o impar, el teorema de

Bolzano jﬂl"ﬂnﬁZﬂ ln existencia de, al menos, una raiz real (. que, ademdis, es paﬂ'ﬁm )... fero el teorema de Sturm asequra que el wimero de

raices /Jw'iﬁum es, como mucho, uno (). iContradiccion! El ﬁaﬁnamz’a construido fiene tres raices ﬁayiﬁms', asaber, a, b, C.

ﬂpﬁcacio’n del teorema de Sturm ()
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A A yl 12— 22(A— 2
po(x) =3 =2t + 2t —Ap (x) =3t2 —=Zt+ A, p,(t) =—; L(t) = ZE420”

30-1

Asumiendo que A < 24 (Zpor qué?), es facil ver

V(0) = n2 cambios signo en {pO(O),pl(O),pz(O),pg(O)} =3
V(4+) = n2 cambios signo en {p0(+00),p1(+00),p2(+00),l’3 (+0)} = 2

Asi pues, el nimero de soluciones positivases 3 — 2 = 1.

Ecuaciones diofanticas. Las ecuaciones diofanticas reciben su nombre en honor a Diofanto de Alejandria y
son ecuaciones polinémicas en varias variables con la peculariedad de buscar solo sus soluciones enteras o
naturales. Algunas ecuaciones diofanticas famosas son:

Ecuacion pitagorica: x? + y? = z2. Una solucion natural es (3,4,5). ¢(Hay més soluciones enteras?
Ejercicio. Comprueba que x = n? — m?,y = 2nm, z = n? + m? es solucién entera de la ecuacion
pitagdrica para cualesquiera n,m € N conn > m.

Ecuacion de Fermat: x™ + y™ = z™. La ecuacién de Fermat para n = 2 no es mas que la ecuacion
pitagorica. Fermat conjeturd que su ecuacion no tenia soluciones naturales para n = 3, pero no
demostro el resultado: simplemente dijo que ‘el margen de este libro no es lo suficientemente grande
para contener la demostracion’. En el afio 1996, A. Wiles demostrd que Fermat tenia razon.
Ecuacion de Catalan: a® — b¥ = 1 la Gnica solucion natural de esta ecuacion es 32 — 23 = 1
(demostrado en 2002).

Problema Il. Encontrar todas las soluciones naturales de la ecuacion

( ) +1+1 3
fnm— n mn? 4

Pista: Prueba con valores pequefios de n y m...

-Solucién- (n,m) = (2,5).

,’Enyrfgui/m vemos que sin=1om =1, enfonces f nm)>1> %, Asi frues, sabemos quen, m > 2

Sin=5 ym > 2, entonces

( ) 1+1+—1 1 1+—1<3 2<n<4m=2
= — — — =
f(n,m m n mn 2 5 50 4 n m

Del mismo modo, si2 < n < 4 ym > 6, enfonces

f(n,m) =

1 1 3
+E —<=->2<n<42<m<5

1
6 24 4

SI'—‘

1
_ + <
m mn?

Por illimo,

1 1 1 3
—4+ = 2:—::>4(nz+nm+1)=3mn2
m n mn 4

FEn consecuencia, 3mn? es md/ﬁp/o;/ell- = mn?es md/ﬁﬁé/ﬂél- S>medvnev (m E2ANE 2)

Combinando ambas condiciones, m € 4V n € 2 V (m E2ANE 2) y 2<n<42<mc<5 c,ue/ﬂn /m'fiﬂm'enfey

poyiélﬁa/m/ey:

Condicion 1 Condicion 2 Consecuencia
2<n<42<m<5 mE 4 m=4y2<n<4
2<n<42<m<5 ne? ne{24}y2<ms<>5
2<n<42<m<5 ME2ANE?2 m € {2,4}yn € {2,4}




Comﬁmé&maﬂ? Cﬂi/ﬂ una ﬁ/b‘ estas ﬂﬂj‘l'élﬁﬂ/ﬂﬂ(%, 5’04‘] encontramos una J'O/I/lCl‘O’VI

Sin = 2, entonces f (2, m) =%+%+$=3=>m= 5.

4

PROBLEMA |11 (PRINCIPIO DE INDUCCION)

Definicion. Un conjunto A c R se dice inductivosil1 € Aya € A= a+ 1 € A. El conjunto de los
nameros naturales es la interseccion de todos los subconjuntos inductivos de R

Principio de induccion. Si A € N y es inductivo, entonces A = N.

n(n+ 1)

Ejemplol.1+2+--+n paratodon € N.

-Solucion- Sea A = {n EN:1+2+4+:-4+n= n(n }ywﬂmw c;ueA N, es decir, que /ﬂpm/ne/m/l +24-4+n=

RO oy viorta para todo nimero natural n, Ew’a@m‘emenfe, for definicion, A < N, Por tants, basta com/moémﬂ que A es inductivo 'y asi

el /,'rinci/aio de induccion noyﬂﬂmnﬁza que A=N,

Caso base (1 € A). Trivialmente, 1 = w,

_ n(n+1)
7—//,'01‘6315 de induceion, \Suporyﬂmw que 1+2+4+n ==
fz‘m/m/eim/uccio’n m+1€A4)
nn+1) n
1+2+---+n+(n+1)=(1+2+---+n)+(n+1)=T+(n+1)=(n+1)(i+1)
n+1Dn+2 n+D(n+1)+1
DL IS CLDED I

Nota histérica. Un joven Gauss resolvié la suma 1+ 2 + 3 + -+ 99 4+ 100 en edad escolar cuando su
maestro propuso como ejercicio la suma ante el mal comportamiento de los estudiantes.
Sorprendentemente para él, Gauss dio con el resultado en cuestién de pocos minutos. De un modo
inconsciente en aquel momento, habia dado con la férmula para la suma de los primeros términos de una
progresion aritmética.

Ejemplo 2. Demostrar que 1 + i + % + -+ n—lz <2- % paratodo n € N.

-Solucion- S A = {n EN:1+- + Ly, + - <2- —}y veamos c;ueA N, es decir, que é:ﬁm/ne/m/l + + +

-+ ; <2- 1 es cierta fara todo nimero natural . Evidentemente, for /eﬁmczon, A < N. Por tanto, basta comﬁméﬂr que A es

inductivo 'y asi j el prmczﬂm de induccion noyjamnﬁm que A=N,
Caso base (1 € A), Trivialments, 1 = 2 — %

?/pofejﬂ de induccion, éuﬁorgamm que 1+4+- + + + =<2-

Slr—\

T:faﬁﬂ/eim/uccia'n m+1€A)
1+1+1+ +1 1 —(1+1+1+ +1)+ 1 <<2 1)+ ! <
49 (n+1)2_ 49 n2) (m+1)2~ n) (n+1)?2~

<(2 1>+ 1 _(2 1>+(1 1 )_2 1
- n) nn+1) n n n+1/ n+1




Nota, /@'0./ No xiempre el pm’nciﬁio de induccion es el camino mas m’pm/o ﬁam ﬁméﬂr enunciados c]ue involucren a los nameros naturales, Por

g’emﬁﬂz observamos que para cua/c/m'er k=25 wmﬁ/e ki < prom ﬁ — = Asi fues,

L4op iy —1+Z 1+Z ( 1)
219 zkz— e k

_1+( )+( 1>+ +( 1 )+( ! 1)_1+1 1—2 1
- 1 2 2 3 n—-2 n—1 n—-1 n/ n n

Esto demuestra de inmediato el resultado, Fste ﬁpo de sumas donde los términos se cancelan unos con ofros Yy solo sobreviven el p;ﬂimem b el

ilfimo se conocen como sumas feﬂa;‘co’/;icmz

Nota histérica. La suma anterior 1+ 5+ >+ -+ estd intimamente ligada al Problema de Basilea. Este

problema fue resuelto por Euler en 1735 y consiste en hallar el valor de la suma infinita

Zw I
=12 49 1002

2
Dicha suma vale exactamente % ¢Qué hace aqui el nimero ©? (Por qué aparece? Qué curioso, ¢no?

El matemdtico alemdn B. Riemann introdujo una funcién (llamada funcién z de Riemann) como sigue

© 1 1 1 1
{(s) = E 1+—+—+—+ (s € C,Re(s) > —1)
n= 1n 3

Esta funcidn es la principal protagonista de uno de los problemas matemdticos mds importantes de la
actualidad, la hipétesis de Riemann, propuesta por el propio Riemann en el afio 1859. A dia de hoy sigue sin
estar resuelta. Hay una recompensa de un millén de délares para aquel que consiga resolver este problema.
iYa sabes! Animate...

2

Volviendo a la funcion z de Riemann. En realidad, lo que Euler comprobé fue que {(2) = =~ 1'6449. Hoy en
dia se sabe que

()= 1+ttt ™ 10823
¢ = 24 T 347 44 90
6) = 1+t pty _ ™ 10173
() =1toet3tse 7945

Todo parece indicar que la funcion z de Riemann en los valores pares 2m toma un valor del tipo

2m

s@m) ="—,

m

siendo C,, un nimero natural. Esto fue conjeturado por Euler. En efecto, llevaba razén y esa constante C,,
que aparece estd relacionada con los nidmeros de Bernoulli.

¢Qué ocurre con los valores impares? ¢Se sabe algo de {(3), {(5), {(7), ..? Poca cosa...

No se ha encontrado una férmula cerrada para los valores impar'es como la que se conoce para los valores
pares. El matemdtico francés R. Apéry demostrd que {(3) =1+ + + ~+ - ~ 1’2020 es un ndmero

irracional. Algo es algo. No se sabe ain nada sobre la mracuonahdad de {(5), (D), ..
Ejercicio 1. Demostrar que 1 + 3+ 5+ ---+ (2n — 1) = n? paratodo n € N.
Ejercicio 2. Demostrar que 13 + 23+ -+ n3=(1+2+ -+ n)? paratodon € N.

Ejercicio 4. Demuestra que 322 + 26m*1 gs divisible por 11 para todo n € N utilizando induccion.



Ejercicio 4°. Demuestra que 32"+2 + 26n+1 es divisible por 11 para todo n € N utilizando congruencias.

PROBLEMA 1V (CONGRUENCIAS)

Teorema (division euclidea). Paratodo D,d € Z con d > 0 existen Unicos ¢ € Z (cociente) y r € Z (resto)
talesque 0 <r<dyD =dc+r.

Definicion (Gauss, 1798). Los nimeros enteros a y b son congruentes médulo n > 0 si ambos tienen el
mismo resto al ser divididos por n, en cuyo caso se escribe a = b (mod n).

Propiedades.

(i) a = b (modn) < n|(a—b)
(i) = esunarelacion de equivalencia:
e a = a(modn).
e a=b(modn)=b=a(modn).
e a=b(modn),b=c(modn)=a=c(modn)
(ili)  Sia=b (modn)yc=d (modn),entoncesa+c =b+ d (modn)yac = bd (mod n).
El conjunto de todos los restos médulo n es Z,, = {0,1,2, ...,n — 1} y tiene estructura de anillo con la suma
y producto anteriores.

Actividad. ;Tiene el polinomio p(x) = x3 — 24x2 + 7x + 23 raices enteras?

-Solucion-
é’upon‘gﬂmoy que™m € Zes una miz/ep, es decir, p(m) =m3—24m?+7m+23 =0 Sn emémyo, al tomar médulo 2
que/ﬂ

0=p(m)=m3+m+1 (mod2),
Pero esto J'ijniﬁca que mi4+m+les par. Contradiceion, Asi [ues, P no tiene raices enteras,

Actividad (Lagrange). Demuestra que todo entero positivo es suma de cuatro cuadrados perfectos.

Actividad. Demuestra que entre dos primos gemelos (salvo 3 y 5) siempre hay un nimero maltiplo de seis.
-Solucion-

Sip yp+ 2 son nimeros [rrimos (distintos de 3 Y 5), entonces amibos son impuares y forzosamente p + 1 es for. Los restos médulo 3 de
p,p+1L,p+2s0mo 1 Y2 /;miue cadn tres nimeros consecutivos, uno tiene resto 0 mod- 3, ofro resto 1 mod 3y otro resto 2 mod 3 En
otras ﬁﬂ&émx, cadn tres nimeros consecutivos solo uno tiene resto 0 mod 30, 5ise ﬁreﬁ'ere, es md/ﬁ/;/o de frexy comopyp + 2w /me/en

ser mﬁ/ﬁ/;/oy de 3 por ser ﬁm’mm’, se ﬂ’ﬂue que p + 1 fiene que ser mdﬁ‘iﬁé de 3... Pero entonces p + 1 es rm?/ﬁp/o de dos (es pmﬂ] Y
mﬁﬁ‘iﬁé de tres, lo que x{gniﬁm que es mdﬁ‘iﬁ@ de seis.

Problema IV. Sea H un conjunto de n puntos en el plano con coordenadas enteras tales que cualesquiera tres
de ellos no estan alineados y forman un triangulo cuyo baricentro no tiene ninguna coordenada entera.
Determinar el valor maximo posible de n.

Pista: Prueba que entre cinco nimeros enteros cualesquiera siempre hay tres cuya suma es multiplo de tres.

-Solucion-

Sea H = {(ay4, by), (ay, by), ..., (ay, b))} con ay, by € Z para cadak = 1,...,n que, ademds, fiene /mpm/aiea/m/&/e que
(ai, b)), (a s b-), (ax, by) forman un frim’;ﬂué para cm/eyc,m’em i+j+k cuyo havicentro no tiene coordenadas enteras. El
bavicentro de un fria’ryu/a de vértices (a;, by), (a i b;), (ay, by.) viene dado for



ai+aj+ak bl+b]+bk
3 ’ 3

/'0]0./ Dados cinco nimeros enteros cua/ex’qm’em, siempore ﬁ@ tres de ellos que suman un moi/fiﬁ@ des ), foor tanto, el baricentro tendria

coordenadas enteras. & Por c]ue'? Razonar tomando médulo tres:

87 fres de los cinco tenen el mismo resto, entonces ln suma de ellos freyyﬂ s un mﬁ/ﬁﬁ@ de tres, En caso contrario, si no ﬁ@ tres con ym/

resto, entonces liene que haber tres que tengan restos ;/iﬁrenfeyy o suma de ellos es, de nuevo, mﬁ/ﬁp/o de tres,

Nitese que con cuatro nameros, po&ﬁamw’ coger tres que no sumen mﬁ/ﬁpﬁ; de 3. Basta tomar los nimeros 1, 2, 517y ver queno existe

ninguna combinaciin de tres de ellos que sume un md/fi/a/o de 3,

Esto nos dice que el nimero buscado es menor o 9%/ que cuatro y no es dificil encontrar cuatro [puntos tales que tres cuﬂ[eyquiem no estan

aﬁnmﬁ/oyy cuyos baricentros no tienen coordenadas enteras: (0,0), (1,0), (0,1), (1,1).

PROBLEMA V (ECUACIONES FUNCIONALES)

Problema V (2005, Eslovenia). Encuentra todas las funciones f: (0, ) — (0, o) tales que

2(fCO) + £F) = G + MFF Y.

-Solucién-

Tomandox = 1,y > 0queda f (1) + f(y) = (L + Y)f (f (V)y) para todo y > 0.

Tomandox =y = 1 quedn f (1) = f(f (1)), es decir, £ (1) es un pruto fio de f .

Supongamos que f (1) = a, por o que f () = f(f(1)) = fF(1) = a.

Tomando x = &,y = 1 quedn a?(f (@) + f(1)) = (A + ) f(f @) yeomo f Q) = ay f(f (D)) = f@) = @,
aX(a+a)=1+a)a=aa?-a—-1)=0=2a2—a—1=0.

Resolviendo ln ecuacion de J'ejm'm/a ﬂm&/a,

_1+vi+s_ (L

4 732

No obstante, anaﬁueﬁ/eyer—l/Zﬁamluea = f(a) € im(f) = (0, +=) = a = 1. Enconclusion, f (1) = 1.

a

Finalmente, f (1) + f(y) = (L + y) f(fF (V)y) se traducea 1 + f(y) = (1 + y)f(y)pﬂm todoy > 0.

'Ezim'ua/enfemenfe,

1

f(Y)=;



Asi [ues, ln imica solucion de ln ecuacion funm’om/ esla ﬂmcio'n f (x) = x Lx>0.



