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Preambulo

Un conjunto es una reuniéon de objetos y no pueden estar repetidos. Podemos es-
cribirlos entre llaves o dar una descripcién precisa. Por ejemplo, podemos escribir
{1,3,5,7,9} o bien decir que se trata del conjunto de enteros impares entre 1 y 9.
Dados dos conjuntos A y B:

1.

6.

A es un subconjunto de B si todo elemento de A es elemento de B,

2. AN B es la interseccién (sus elementos estdn en A y en B),

3. AU B es la unién (sus elementos estdn en A o en B o en AN B),
4.
5

. A x B es el producto cartesiano (sus elementos son parejas ordenadas formadas

A — B es la diferencia (sus elementos estdn en A pero no en B),

por un elemento de A y otro de B),

|A| es el cardinal o nimero de elementos de A.

No es que sea indispensable saber estas cosas, pero nos ayudan mucho a expresar ideas

que de otra forma requieren muchas palabras.

2.

1.

Técnicas para contar

Principio multiplicativo. Si un proceso se realiza en k etapas independientes
entre si, y la primera etapa puede hacerse de n; maneras diferentes, la segunda de
ng maneras diferentes, y asi sucesivamente, entonces el nimero total de formas
de realizar el proceso completo es ny - ng - ng - - - Ny.

Una alternativa cuando las etapas no son independientes es realizar el conteo
haciendo un diagrama de arbol.



2. Principio de inclusién-exclusion. Para contar los elementos de la unién de
varios conjuntos, no podemos contar los elementos comunes més de una vez. Para
dos conjuntos finitos A y B, tenemos que

|[AUB|=|A|+|B|—|ANB|.
Para tres conjuntos,

[AUBUC| =|Al+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+]|ANnBNC|.

La idea clave es:
= Primero incluimos las cantidades individuales.
= Luego excluimos las intersecciones dobles porque se han contado dos veces.

= Finalmente, volvemos a incluir las intersecciones triples, que quedaron res-
tadas en exceso.

Esto se puede adaptar facilmente a més de tres conjuntos. El principio permite
calcular el numero de objetos que cumplen varias condiciones simultdneamente.

3. Permutaciones. Si tenemos n objetos, hay exactamente n! = n(n — 1)(n —
2)---2-1 formas de reordenarlos.

Por ejemplo, las letras ABCD se pueden reordenar de 24 formas:

ABCD ABDC ADBC ADCB ACBD ACDB
BACD BADC BDAC BDCA BCDA BCAD
CABD CADB CDAB CDBA CBAD CBDA
DABC DACB DBAC DCBA DCAB SCBA

P1. ;Cuédntos nimeros hay entre 1 y 1000 que no son multiplos de 2 ni de 3 ni de 57
P2. Determinar la mayor potencia de 2 que divide a 100!.

P3. ;Cudntas palabras de 5 letras se pueden formar (hay 27 letras en espanol)? ;Y
si no dejamos que haya vocales en las posiciones impares? ;Y si tampoco dejamos que

haya consonantes en las posiciones pares?

P4. ;De cuantas formas se pueden sentar 10 personas en 10 sillas distintas numeradas
del 1 al 107 Y si s6lo hubiera 5 sillas y 5 personas deben quedarse de pie?

P5. En la Olimpiada Matematica en Jaén se han presentado 83 participantes. ;De
cuantas formas posibles pueden repartirse los tres primeros premios?

P6. En la clase de gimnasia, el profesor hace un grupo de seis estudiantes y les da
a cada uno una pelota. Cuando suena el silbato, deben pasarla de forma que cada
integrante del grupo reciba una pelota. ;jDe cudntas formas se puede hacer esto?



P7. En una reunién van a hablar 10 personas, entre las cuales estdn a Asun y a Pepo.
;De cuantas formas se pueden ordenar los discursos de las 10 personas? ;Y si queremos
que Asun hable justo antes que Pepo? ;Y si queremos que Asun hable en cualquier
momento pero antes que Pepo?

P8. Diez estudiantes de un colegio tienen sus camisetas numeradas del 1 al 10 y hay
10 sillas también numeradas del 1 al 10. ;De cuantas formas pueden sentarse en las
sillas? ;Y si no permitimos que nadie se siente en la silla con su mismo numero?

3. Combinaciones

El niimero de subconjuntos de k elementos de un conjunto de n elementos es

ny nn—-1)---(n—-k+1) n!
(k) Ck(k—1)(k—2)---2-1  Ekl(n—Fk)

Esto refleja una situacién en que todos los elementos son distinguibles pero no importa
el orden en que se elijan. Observa que tiene que ser 0 < k < n y que 0! = 1 para que
la férmula también funcione si k =0 o k = n.

n n n _(n+1

k E+1) \k+1
y ver que esta es justo la propiedad que define al tridngulo de Tartaglia (o de Pascal).
Deducir que todos los niimeros combinatorios son enteros.

P9. Demostrar que

P10. Demostrar que el producto de n enteros consecutivos es divisible por n!.

P11. Probar que un conjunto de n elementos tiene 2™ subconjuntos y concluir que

)+ () v ) ==

P12. Responder a las siguientes preguntas:
(a) ;Cuéntos tridngulos distintos hay cuyos vértices son vértices de un octégono
regular dado? ;Y pentdgonos?
(b) ¢De cudntas maneras se pueden pintar 20 puntos dados en el plano si cada uno
de ellos ha de pintarse de rojo o de verde?

(¢) (De cudntas formas se puede dividir una clase de 20 estudiantes en dos equipos
de 10 de forma que Paquita y Juanito estén en equipos distintos?

P13. En una clase hay 25 estudiantes y la profesora quiere hacer grupos de 5 para
asignarle a cada grupo un trabajo distinto. ;De cuantas formas puede hacer la divisién?



P14. En el plano, queremos llegar desde el punto (0,0) hasta el punto (27,34). Sélo
se permite hacer movimientos de una unidad hacia la derecha o hacia arriba. ; Cuantos
caminos posibles hay?

P15. Tenemos 12 bolas numeradas del 1 al 12 de las cuales 4 son rojas, 4 verdes y 4
azules. ; De cudntas maneras distintas se pueden escoger 7 de las 12 bolas si atendemos
unicamente al numero? ;Y si atendemos tnicamente al color?

P16. En una comisién hay 20 personas, 11 de las cuales son mujeres. Se quiere crear
una subcomisién con 6 personas y se quiere que al menos la mitad sean mujeres. ;De
cuantas formas puede hacerse la eleccién?

P17. En una clase hay 5 estudiantes y el profesor de matemadticas decide repartir
caramelos por su cumpleanios. Tiene un total de 30 caramelos (todos iguales). ;De
cuantas formas puede repartirlos? ;Y si quiere que nadie se quede sin caramelos?

P18. ;,Cuantas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacién
I +£L’2+...+.’E10 :20?

.Y si pedimos que z; > 1 para todo i? ;Y si pedimos que 1 < x; < 2 para todo i? ;Y
si pedimos que 1 < z; < 3 para todo 7

P19. En una clase, los 25 estudiantes se colocan en fila india y la profesora decide
elegir a 7 de ellos pero no quiere elegir dos consecutivos en la fila. ; De cuantas formas
puede hacerlo?

P20. Pintamos cada ntmero del 1 al 30 de un color de entre tres distintos. ;De
cuantas formas se puede hacer esto? ;Y si pedimos que haya al menos un ntimero de
cada color? ;Y si pedimos que haya al menos dos nimeros de cada color?

P21. En una clase hay 12 ninos con dorsales del 1 al 12 y también 12 ninas con
dorsales del 1 al 12. ;De cudntas formas pueden colocarse en fila todo el grupo? ;Y si
pedimos que las ninas estén ordenadas de menor a mayor de acuerdo a sus dorsales?
.Y si pedimos que tanto los nifnios como las ninas estén ordenados?

P22. ;De cuantas formas se pueden distribuir a+b+c objetos en tres grupos de forma
que el primer grupo tenga a elementos, el segundo tenga b elementos y el tercero tenga
¢ elementos?



4. El binomio de Newton

Al desarrollar el binomio (xz + y)", tenemos que multiplicar « 4+ y por s{ mismo n
veces, luego tendremos siempre sumandos del tipo "~ *3*. Este sumando saldran (Z)
veces ya que hay que ver en qué k factores x + y elegimos y. Por lo tanto, se tiene que

n n n n
(x+y)" = (n) "+ (1>x”_1y + (2)1‘”_23}2 + ...+ (n) y".

A los nimeros combinatorios también se les llama coeficientes binomiales. Se distribu-
yen normalmente en el tridngulo de Tartaglia:

(6

SO W N~ O

)
)
)

P23. ;Cudl es el coeficiente de 27 en (14 )27 ;Y en (1 + x + 2%)12?

(c)

P24. Al desarrollar (v/x — 2%\/5)48, determinar el término independiente (si lo hay).
P25. (a) Demuestra que en cada fila del tridngulo de Tartaglia, los elementos en
las posiciones pares suman lo mismo que los de las posiciones impares.
(b) Demuestra que la suma de los cuadrados de los elementos de la fila n-ésima del
triangulo de Tartaglia es igual a (2:)

5. Problemas de olimpiada (nivel 1)

P26. (OME-1975) Se considera el conjunto C' de todos los vectores de r componentes,
cada una de las cuales es igual a 1 o —1. Calcular la suma de todas las componentes
de todos los elementos de C' excluyendo al vector (1,1,...,1).

P27. (ASU-1976) Determinar si se pueden etiquetar los vértices de un cubo con nime-
ros distintos de tres digitos en binario (del 000 al 111) de forma que los nimeros de
dos vértices adyacentes difieren en al menos dos digitos.

P28. (OME-1970) En los exdmenes de sexto curso de cierto centro, aprueban la Fisica,
al menos, el 70 % de los alumnos; las Mateméticas, al menos, el 75 %; la Filosofia, al
menos, el 90 %; y el Inglés, al menos, el 85 %. ;Cuéntos alumnos, al menos, aprueban
esas cuatro asignaturas?



P29. (OME-1965) ;Cuéntos numeros de tres cifras (es decir, mayores que 99 y me-
nores que 1000) hay que tengan su cifra central mayor que las otras dos? ;Cudntos de
ellos tienen ademds las tres cifras distintas?

P30. (OMCC-2011) En cada uno de los vértices de un cubo hay una mosca. Al sonar
un silbato, cada una de las moscas vuela a alguno de los vértices del cubo situado en
una misma cara que el vértice de donde partio, pero diagonalmente opuesto a este. Al
sonar el silbato, ;de cudntas maneras pueden volar las moscas de modo que en ningtin
vértice queden dos 0 méas moscas?

P31. (OME-2007) Un poliedro convexo tiene por caras 12 cuadrados, 8 hexdgonos
regulares y 6 octégonos regulares. En cada vértice del poliedro concurren exactamente
un cuadrado, un hexdgono y un octégono. ;Cudntos segmentos que unen pares de
vértices del poliedro son interiores al mismo, es decir, no son aristas ni estan contenidos
en una cara?

P32. (OME-1969) Una bolsa contiene cubos de pldstico del mismo tamafio cuyas caras
se pintan cada una de un color distinto de entre seis colores: blanco, rojo, amarillo,
verde, azul y violeta. ;Cuantos de estos cubos puede haber distinguibles entre si?

’ Soluciones en Problemas de Mates ‘

6. Problemas de olimpiada (nivel 1,5)

P33. (OME-1997) Seis musicos participan en un festival de musica. En cada concierto,
algunos de esos musicos tocan y los deméas escuchan. ;Cudl es el minimo nimero de
conciertos necesario para que cada musico escuche a todos los deméas?

P34. (ASU-1963) Dado un conjunto S = {ay,as,...,a,} formado por al n nime-
ros reales positivos distintos, consideremos todas las sumas de los elementos de los
subconjuntos no vacios de S. Demostrar que hay al menos @ sumas distintas.

P35. (OME-2003) {Cudntas ternas ordenadas de ntimeros enteros y positivos (a, b, ¢)
distintos de la unidad hay tales que abc = 7397

P36. (USAMO-1972) Un generador de nimeros aleatorios elige con la misma proba-
bilidad uno de los nueve digitos 1,2, ...,9. Hallar la probabilidad de que después de
generar n numeros, su producto sea divisible por 10.

Soluciones en Problemas de Mates



https://web.ujaen.es/eventos/omatematica/preparacion/problemas.php?list=1585-2204-1516-1424-2099-784-1481
https://web.ujaen.es/eventos/omatematica/preparacion/problemas.php?list=2724-1173-688-1232

7. Problemas de olimpiada (nivel 2)

P37. (OME-1995) Un subconjunto A de M = {1,2,3,...,11} se dice majo si para
cualquier entero k tal que 2k € A, se tiene que 2k—1 € Ay 2k+1 € A. El subconjunto
vacio A =0 y el total A = M son majos. ;Cuédntos subconjuntos majos tiene M?

P38. (OME-1996) Sea A un conjunto de 8 elementos. Hallar el méximo nimero de
subconjuntos de A, de tres elementos cada uno, tales que no hay dos de ellos cuya
interseccion tenga exactamente dos elementos.

P39. (OME-1998) Sea A = {1,2,3,4,5,6}.
(a) ;Cuantas funciones f: A — A verifican f(f(x)) = x para todo x € A?
(b) ;Cuantas funciones f : A — A verifican f(f(f(x))) = = para todo z € A?

P40. (OME-2012) Los puntos Aj, As, ..., Ag,+1 son los vértices de un poligono re-
gular de 2n + 1 lados. Hallar el nimero de ternas (A;, A;, Ag) tales que el tridngulo
A;A;Aj es obtusangulo.

Soluciones en Problemas de Mates ‘



https://web.ujaen.es/eventos/omatematica/preparacion/problemas.php?list=2741-2737-1149-909
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