


Usando álgebra elemental es muy fácil comprobar que esta definición es equi-
valente a que

8 m 2 {0, 1, ..., 11} 9n 2 {0, 1, ..., 11} : nm0 ⌘ m (mod12).

En otras palabras, m0
⇡
6 es generador de A si el conjunto formado por los

restos de dividir los valores nm0, n 2 {0, 1, ..., 11} entre 12 es exactamente el
conjunto {0, 1, ..., 11}.

Con esto en mente, podemos encontrar los valores de m0 que producen
generadores de A mirando la Tabla 1. Para ello, basta comprobar si en la
fila correspondiente se pueden encontrar todos los valores en {0, 1, ..., 11}.
Por ejemplo, se comprueba que en las filas correspondientes a m0 = 7 o
m0 = 11 se pueden encontrar todos estos valores, mientras que en las filas
correspondientes a valores de m0 pares los restos de dividir los nm0 entre
12 son siempre pares, por los elementos m0

⇡
6 con m0 par nunca pueden ser

generadores de A. Tampoco produce un generador el valor m0 = 9, pues el
conjunto de restos correspondiente seŕıa {0, 3, 6, 9} 6= {0, 1, ..., 11}.

m0 #,n ! 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
3 0 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9
4 0 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8
5 0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7
6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6
7 0 7 2 9 4 11 6 1 8 3 10 5
8 0 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4
9 0 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3
10 0 10 8 6 4 2 0 10 8 6 4 2
11 0 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Tabla 1: Restos obtenidos al dividir el producto de las filas (m0) y las colum-
nas (n) entre 12

Volviendo a la mesa, por la definición de ángulo y teniendo en cuenta que
⇡ < l1 < l2 < 2⇡, se pueden encontrar � < �, �, � 2]⇡, 2⇡[ de forma que
� = l1

R y � = l2
R .
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Ahora bien, tanto � como � son ángulos que producen un reloj al conside-
rar sus primeros 12 múltiplos enteros o, en otras palabras, ambos deben ser
generadores de A. En particular, se pueden encontrar m�

0 ,m
�
0 : � = m�

0
⇡
6 y

� = m�
0
⇡
6 .

Puesto que � < �, se tiene que 6  m�
0 < m�

0  11, i.e., m�
0 ,m

�
0 2

{7, 8, 9, 10, 11} . Además, por la discusión anterior sabemos que los m0
⇡
6 no

son generadores cuando m0 es par ni cuando m0 = 9 por lo que los únicos
generadores posibles deben ser � = 7⇡

6 y � = 11⇡
6 .

Por tanto, sustituyendo en la fórmula del área, se tiene:

A = ⇡R2 =
⇡l1l2
��

=
36l1l2
77⇡
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