
Retos matemáticos en la UJA – 2024

Solución al segundo problema

Problema 2 (propuesto por José M. Manzano). ¿Es posible encontrar 2024
números enteros positivos distintos tales que al sumar dos o más de ellos nunca
se obtiene un cuadrado perfecto?

Solución oficial. Vamos a probar que se puede encontrar cualquier cantidad
de enteros positivos cumpliendo esta propiedad, lo que nos da una respuesta
afirmativa a la pregunta. Concretamente, vamos a demostrar que si tenemos
x1, x2, . . . , xn enteros positivos distintos tales que al sumar dos o más de ellos
nunca se obtiene un cuadrado perfecto, entonces podemos añadir xn+1 mayor
que todos ellos y se sigue cumpliendo la propiedad (esto puede escribirse también
como una demostración por inducción). Si observamos que entre dos cuadrados
consecutivos k2 y (k + 1)2 hay una diferencia de 2k + 1, bastará tomar xn+1 =
k2 + 1 mayor que x1, x2, . . . , xn y tal que 2k > x1 + x2 + . . .+ xn.

Para terminar, justificaremos que esta elección cumple lo que queremos. Al
sumar dos o más de los números x1, x2, . . . , xn+1, si ninguno de ellos es xn+1,
ya tenemos que su suma no es un cuadrado perfecto (hab́ıamos supuesto que
x1, . . . , xn cumplen la propiedad). Por el contrario, si xn+1 es uno de los números
elegidos, entonces la suma será k2 + 1 más otro número que es como mucho
x1 + x2 + . . . + xn < 2k, es decir, la suma estará entre k2 y (k + 1)2, luego no
puede ser un cuadrado.
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