SOLUCION AL PROBLEMA 3

Francisco Javier Martinez Sanchez

Problema tres. Sabiendo que
b h
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,qué regién tiene mayor area, la roja o la verde?

Solucion. Las diagonales del rectangulo pasan por el centro de la circunferencia circunscrita en
virtud de un resultado elemental de Geometria euclidea atribuido a Thales. En consecuencia,
sabemos que las diagonales del rectangulo tienen una longitud de d = v/h? + b? en vistas del
teorema de Pitdgoras. Asi pues, si r = d/2 denota el radio de la circunferencia circunscrita, las
areas buscadas son

Averde = Arecténgulo = bh7

h? + b?
Arojo - Acirculo - Averde - 7TT2 —bh=m + — bh.
Finalmente, denotando por ¢ := %‘?’ al nimero de oro! y teniendo en cuenta que
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se concluye
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Solucién. El area de la region verde es mayor que el area de la regién roja.

NOTA 1. En general, en un rectangulo cualquiera (de base b y altura h) inscrito en una
circunferencia de radio r y siendo A,c,q. €l area del rectangulo y A,,j, la diferencia entre el area

ISolucién positiva de la ecuacién 2 =  + 1.



del circulo y del rectangulo, siempre se da la siguiente desigualdad
h? + v? W +b
V.

Averde - Arojo = 20h—m < (b2 + h2> — T

= (1I-)R*+¥)=1-3)2r)=A—-m)r? (%)
donde se ha usado la desigualdad 2xy < x? + y? que se demuestra sin mas que desarrollar el
binomio 0 < (z — y)?. Obsérvese que se da la igualdad en (*) si, y sélo si, b = h o, en otras

palabras, si el rectangulo es, en realidad, un cuadrado.

NOTA 2. En el caso general, se cumple que Ayerge < Apojo Si, y sélo si,

8 _ b? + h?
T bh
Fijado h > 0, un estudio bésico de la funcién f,(z) = % (x € RT) dice que f, es decreciente

en (0, h) (ndtese que fi(x) =1— Z—j) y tiene un minimo en « = h que vale f,(h) = 2. Como 2 <
8/, esto significa que existen parejas de bases b y alturas h para las que se cumple la desigualdad
contraria (Ayerde < Arojo) de la que se satisface en el rectdangulo dureo. Evidentemente, el caso
b = ®h no cae dentro de este escenario. De hecho, si b = ®h, entonces
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