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Solución al tercer problema

Problema 3 (propuesto por José M. Manzano). Hallar todos los números pri-
mos p, q, r, no necesariamente distintos, tales que

p3 + q3 + r3 − (pq + qr + rp)(p+ q + r)

es un múltiplo de pqr.

Solución oficial. Supongamos primero que los tres primos son iguales, luego

p3 + q3 + r3 − (pq + qr + rp)(p+ q + r)

pqr
= −6.

Deducimos aśı que cualquier terna de primos iguales es solución el problema.
Supongamos ahora que dos de los primos son iguales, pongamos p = q sin perder
generalidad. Tras simplificar, nos queda

p3 + q3 + r3 − (pq + qr + rp)(p+ q + r)

pqr
=

r(r − 2p)

p2
− 5.

Para que este número sea entero, se debe cumplir que p divida a r o bien a
r− 2p. En cualquier caso, p debe dividir a r, luego p = r por ser ambos primos.
Esto nos dice que si dos de los primos son iguales, entonces lo son los tres.

Resueltos estos casos, supondremos en lo que sigue que los tres primos son
distintos. Observemos entonces que podemos agrupar todos los términos en los
que sea posible sacar factor común p y factorizar el resto de términos de la
siguiente forma:

p3 + q3+r3 − (pq + qr + rp)(p+ q + r)

= p(p2 − pq − rp− q2 − 3qr − r2) + q3 + r3 − qr(q + r)

= p(p2 − pq − rp− q2 − 3qr − r2) + (q + r)(q − r)2.

Si este número es divisible entre p, también ha de serlo (q+ r)(q− r)2, de donde
obtenemos que p divide a q + r o a q − r. De la misma forma, se tiene que q
divide a r + p o a r − p y que r divide a p + q o a p − q. En otras palabras,
cada primo divide a la suma o a la diferencia de los otros dos. Para encontrar
las soluciones, vamos a usar la siguiente acotación básica:
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(⋆) Si x, y ∈ Z verifican x | y, entonces |x| ≤ |y| o bien y = 0.

Salvo reordenar los primos, tenemos cuatro posibilidades:

Si p | (q+ r), q | (r+ p) y r | (p+ q), entonces claramente pqr | (p+ q+ r),
luego podemos acotar pqr ≤ p+ q + r ≤ 3máx{p, q, r}. Esto nos dice que
dos de los primos tienen que tener producto menor o igual que 3, lo cual
es imposible.

Si p | (q + r), q | (r + p) y r | (p− q), entonces podemos razonar de forma
parecida al caso anterior, pero tenemos que distinguir subcasos:

• Si p ̸= q + r y q ̸= r + p, entonces podemos acotar usando (⋆) y la
desigualdad triangular para llegar a

pq|(p+ q + r) ⇒ pq ≤ p+ q + r ≤ 3máx{p, q, r},
qr|(p− q + r) ⇒ qr ≤ |p− q + r| ≤ |p|+ |q|+ |r| ≤ 3máx{p, q, r},

pr|(−p+ q + r) ⇒ pr ≤ | − p+ q + r| ≤ |p|+ |q|+ |r| ≤ 3máx{p, q, r}.

Esto nos dice que debe haber dos primos menores o iguales que 3, es
decir, uno de ellos tiene que ser 2 y otro 3. Sustituyendo sin perder
generalidad p = 2 y q = 3 en la expresión original, se tiene

p3 + q3 + r3 − (pq + qr + rp)(p+ q + r)

pqr
=

r3 − 5r2 − 31r + 5

6r
.

Para que este último sea un número entero, tiene que ser r = 5,
luego obtenemos la solución (p, q, r) = (2, 3, 5) y todas sus posibles
reordenaciones.

• Si q = r + p (el caso p = q + r es similar), entonces uno de los
tres primos tiene que ser par, luego podemos suponer que p = 2 y
q = r + 2, es decir, q y r son primos gemelos. Comprobamos que,
para tal elección de primos, se tiene que

p3 + q3 + r3 − (pq + qr + rp)(p+ q + r)

pqr
= −5,

luego tenemos todas las soluciones de la forma (2, r + 2, r) con r y
r + 2 primos gemelos, aśı como sus posibles reordenaciones.

Si p | (q+ r), q | (r− p) y r | (p− q), siguiendo la misma ĺınea argumental
anterior, tenemos dos subcasos:

• Si p ̸= q + r, entonces

pqr | (−p+ q+ r) ⇒ pqr ≤ |− p+ q+ r| ≤ p+ q+ r ≤ 3máx{p, q, r},

lo que de nuevo nos da que dos de los tres primos tiene producto
menor o igual que 3 y, por tanto, este caso no es posible.
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• Si p = q + r, entonces de nuevo obtenemos que q = 2 o r = 2 y nos
vuelven a quedar las soluciones con dos primos gemelos.

Finalmente, supongamos que p | (q− r), q | (r− p) y r | (p− q) y también
que ninguno de los primos es suma de los otros dos (se llegaŕıa de nuevo
al caso de los primos gemelos), luego

pq|(p+ q − r) ⇒ pq ≤ | − p+ q + r| ≤ 3máx{p, q, r},
qr|(−p+ q + r) ⇒ qr ≤ | − p+ q + r| ≤ 3máx{p, q, r},
pr|(p− q + r) ⇒ pr ≤ |p− q + r| ≤ 3máx{p, q, r}.

Esto nos dice que debe haber dos primos menores o iguales que 3, es decir,
uno de ellos tiene que ser 2 y otro 3, luego el tercero ha de ser 5.

Resumiendo todos los casos anteriores, tenemos las soluciones de la forma
(p, p, p) y las de la forma (2, p, p + 2), salvo reordenaciones, siendo p y p + 2
primos gemelos.

Nota. Es un problema abierto muy famoso la clasificación de los primos gemelos.
De hecho, no se sabe ni siquiera si hay infinitas parejas de primos gemelos. Véase,
por ejemplo, la entrada de Wikipedia:

https://es.wikipedia.org/wiki/Conjetura de los números primos gemelos
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