1. Geometria

1.1. Angulos

Subproblema 6.1. Sea ABC un tridngulo acutdngulo y H su ortocentro. Sea H' el simétrico de H con respecto
a la recta BC. Demuestra que H' estéa en la circunferencia circunscrita a ABC'.

Llamando «, 8 y 7 a los angulos de ﬁ, tenemos que:
CBH =90° — ACB = 90° — v
HCB =90° - CBA=90° - 3
BHC = 180° — CBH — HCB = 180° — (90° — ) — (90° — B) = B+~
Como H' estd en el lado de BC' opuesto a A, basta comprobar que el &ngulo CH'B es 180° — W, pero por

simetria, tenemos CH'B=BHC = B+ v=180° — a.

Problema 1. El tridngulo ABC' es isésceles en C, y I' es su circunferencia circunscrita. Sea M el punto
medio del arco BC' de T" que no contiene a A, y sea N el punto donde la paralela a AB por M vuelve a cortar
a ['. Se sabe que AN es paralela a BC. ;Cuéles son las medidas de los dngulos de ABC'?

Los cuadrildteros ANCB y NMBA son trapecios porque AN || BC' y NM || BA, pero también son
cuadrilateros ciclicos. Un trapecio es ciclico si y solo si es isésceles, asi que AB = CN y AN = BM. Dado
que angulos que miran segmentos iguales son iguales, podemos calcular todos los angulos, como en el siguiente
dibujo:

Dado que ABC es isosceles en C, los dngulos en A y en B son iguales, cosa que implica que los dngulos
naranja y cian del dibujo anterior son iguales. Cinco de esos dngulos son necesarios para cubrir los 180° del
tridngulo ABC, asi que cada uno mide 180°/5 = 36°. Los dngulos del tridngulo ABC' son entonces A = 72°,
B =172° C = 36°.

Problema 2. ABC es un tridngulo acutangulo con AB < AC' y circunferencia circunscrita Q. M es el punto
medio de BC, y AM interseca a {2 en un segundo punto D. La circunferencia wy pasa por C, M y D e interseca
a AC en C y en Y. La circunferencia wy pasa por A, M e Y e interseca a ABen Ayen Z.



a) Demuestra que CZ | AB.

b) Si N es el pie de la altura desde B y P es el segundo punto de intersecciéon entre la recta ZN y wso,
demuestra que MY PN es un paralelogramo.

Por arco capaz en €, el dngulo CDA=CBA = B. Ahora usamos que los dngulos opuestos del cuadrilatero
ciclico DCY M suman 180° para concluir que AV = (. Razonamos andlogamente con Y AZM y obtenemos
que BZM también es B. Asi, BZM es isésceles en M , ¥ Z esta en la circunferencia centrada en M y radio
MB = MC, asi que BZC es recto porque ve un didmetro y CZ L AB. Eso concluye a).

Para b), veremos que MY || NP y que MN || YP. En prlmer lugar N también estd en la circunferencia
de didmetro BC. Con el cuadrildtero ciclico BZNC vemos que ANZ = CBA = B. De antes, ya teniamos que
NYM = B, asi que MY || NP porque ambas rectas cortan la recta AC con el mismo angulo.

Por otro lado, el dngulo A/C’E, que llamaremos v, es igual a NZA porque BZN es suplementario a ambos.
Este segundo estd inscrito en wo y mira la cuerda AP, asi que AY P también es ~. Ahora sabemos el angulo en
que Y P corta AC' es v, asi que solo hace falta ver que coincide con el angulo entre M N y AC, es decir MNC.
Como MNC es isésceles en M , se sigue que en efecto MNC = ~ v concluimos la parte b).



1.2. Semejanza

Subsubproblema 6.3.1. Sea ABC un tridngulo con circuncentro O y ortocentro H. Si M es el punto
medio de BC, demuestra la siguiente igualdad de distancias AH =2-OM.

Sean A’ = M, B’, C’ los puntos medios de BC, CA y AB, respectivamente. Los lados del tridngulo A’ B’'C’
son paralelos a los de ABC' y los tridngulos son semejantes. La razén de semejanza es 2 porque la paralela

media mide la mitad del lado correspondiente. El ortocentro H’ de A’ B’C’ es la interseccién de sus alturas, que
son perpendiculares a los lados del triangulo pequefnio y por tanto también del grande. Como esas alturas pasan

por los puntos medios de los lados de ABC', son sus mediatrices, y el punto de corte es H' = O. Como la razén
de semejanza es 2, se tiene que AH =2-A'H' =2-0OM.

Nota: Los tridngulos no solo son semejantes, sino que son homotéticos con razén —2. El centro de homotecia es el baricentro de ambos

tridgngulos G = G’, cosa que nos permite concluir que H, G y O estan alineados y que GH = 2 - OG.

Problema 3. En un trapecio ABCD, AD es paralelo a BC. Sabiendo que AB = AD + BC, demuestra
que la bisectriz de A pasa por el punto medio de C'D.

Sea F el punto de AB con AE = AD (y por tanto BE = BC)). Las bisectrices de A y B se cortan en un punto

I. Veremos que I pertenece a C'D y es su punto medio. Los tridngulos ADI y AEI son congruentes, ya que un
lado coincide, otro es igual y el dngulo que forman esos dos lados es la mitad de A en ambos casos. Similarmen-
te, BCI y BEI también son congruentes. Asi, IC' = I E = ID y solo hace falta ver que I, C'y D estan alineados.

Ahora vamos a calcular el dngulo DIC y comprobar que es 180°. Para eso llamamos « y [ a los angulos
A y B del trapecio, y sabemos a + 8 = 180° porque AD || BC. Asi, el tridngulo ABI tiene dngulos %, g v
180° — % = g = 90°. Ahora, usando la susodicha congruencia de tridngulos:

DIC = DIA + AIB + BIC = AIE +90° + EIB = 90° + AIB = 90° + 90° = 180°

Problema 4. Sean r y s dos rectas paralelas, y A un punto fijo a igual distancia de ambas rectas. Para cada
punto B de la recta r, sea C el punto de la recta s tal que BAC = 90°, y sea P el pie de la perpendicular desde
A sobre la recta BC. Demuestra que, independientemente de qué punto B de la recta r tomemos, el punto P
estd sobre una circunferencia fija.

Demostraremos que P esta en la circunferencia de centro A que es tangente a las dos rectas. Considera @ y
R, las proyecciones de A a las rectas r y s, respectivamente. Nuestro objetivo es ver que AP = AQ), y lo veremos
de dos formas:

Forma 1: Consideramos el punto C” de interseccién entre r y AC. Como A esté en la paralela media de 7 y
s, A es el punto medio de CC’. Los tridngulos ABC y ABC’ son rectangulos y sus catetos respectivos miden
igual, asi que sén congruentes. Eso nos implica que la altura AP de ABC' y la altura AQ de ABC’ miden igual.
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Forma 2: Tenemos dos tridngulos rectangulos AQB y CRA, que son semejantes, ya que
ABQ = 90° — QAB = 180° — 90° — QAB = CAR

Por otro lado, también tenemos otra familia de tridngulos rectangulos semejantes ABP y APC, que son seme-
jantes a ABC' por dngulos. Ademsds, las dos familias de tridngulos son semejantes entre si, ya que el cociente
R CA RA AQ
entre los catetos de ABC' y AQB son iguales porque — = —— = ——, donde la primera igualdad es por la
y AQ g pordue Z5 = 5% = 0B p g D
semejanza entre AQB y CRA.

En consecuencia, los triangulos AQB y APB son semejantes, y ademas congruentes porque comparten hi-
potenusa. Por tanto, los dos catetos correspondientes AQ y AP coinciden.

Subproblema 6.2. Sea AOH’ un tridngulo isésceles en O. Sea H un punto cualquiera de AH' y sea S
un punto de la semirrecta OH con OS - OH = OA?. Demuestra que los puntos A, O, H' y S estan en una
misma circunferencia.

OA

oS —
La condicién se puede reescribir como — = ——. Dado que los tridngulos SOA y AOH comparten el angulo
en O, estamos en condiciones de aplicar el criterio de lado-dngulo-lado y concluir que son semejantes. Eso nos
implica la igualdad de dngulos OSA = HAO = H'AO. Usando que AOH' es isdsceles, este dngulo también es

igual a OH’A. Por arco capaz mirando OA, los puntos A, O, H' y S estan en una misma circunferencia, como
queriamos ver.

1.3. Meétrica

Subproblema 6.3. Sea ABC un tridngulo y sean H y O su ortocentro y circuncentro, respectivamente.
Demuestra que AH = AO siy solo si BAC' = 60°. En este caso, si H # O demuestra que OH es perpendicular
a la bisectriz de A.

Sabemos que AO = R, el radio de la circunferencia circunscrita, y que AH = 2 - OM. Como BOC es el
dngulo central que mira la cuerda BC', sabemos que BOC = 2BAC = 2a, y BOM = « es la mitad. Entonces,
OM = OBcosa = Rcosay AH = 2Rcos . La condicion AH = AO es equivalente a 2Rcosa = R, que es lo

1

mismo que cos o = 2 que pasa si y solo si a = 60°.

Podemos calcular los dngulos BAH y OAC. Usando que la recta AH es una altura y que OA = OC, el
primer dngulo forma parte de un tridngulo rectdngulo y el segundo de un tridngulo isésceles, y es facil ver que
ambos valen 90° — 3, donde 8 = CBA. Entonces, la bisectriz de }T/E, que es perpendicular a OH debido a
TAO isésceles, coincide con la de @, va que dejamos 90° — 3 por cada lado. Eso demuestra la segunda parte
del enunciado.



Problema 5. En un tridngulo ABC, la bisectriz por A, la mediana por B y la altura por C son concu-
rrentes y ademads la bisectriz por A y la mediana por B son perpendiculares. Si el lado AB mide una unidad,
hallar cuanto miden los otros dos lados.

Llamamos D, M y P a los pies de la bisectriz, mediana y altura del enunciado, respectivamente. Como la
bisectriz de BAM es perpendicular a BM, podemos concluir que ABM es isésceles en A, asi que AM = AB =1
y MC también, que nos implica AC = 2. Ahora falta encontrar el tercer lado. Por el teorema de la bisectriz, la

., . B 1 :
proporciéon el es igual a BC 2 Usando ahora el teorema de Ceva, tenemos:
_AP BD CM _ AP 1
~ PB DC MA PB 2’
2 1
0 AP =2PB. Como AP + PB =1, debe pasar AP = 37 PB = 3" Ahora, usando el teorema de Pitagoras,
2 2 2 2 2 2 1 4 11

11 /33
BC =] — =Y
Y V3 = 3

Problema 6. Un tridngulo acutdngulo no equildtero ABC' tiene ortocentro H y estd inscrito en una circun-
ferencia de radio 1 y centro O. Las rectas OH y BC se cortan en un punto S, fuera del segmento BC' y con
SH < SO. Supén que OS - OH = 1. Computa el area del cuadrilatero concavo ABHC.

Si [XY Z] denota el drea del tridngulo XY Z, tenemos que el drea del cuadrildtero en cuestién se puede
calcular como [ABC| — [BCH]. Como estos tridngulos tienen la misma base, la diferencia de areas serd igual

1
a un medio de la base por la diferencia de alturas: iBC - AH. Dado que BC = 2Rsen « por el teorema del

seno y AH = 2Rcosa, podemos expresar el drea en funciéon del dngulo a = W, y da 2R%*senacosa =
2sen a cos = sen(2a).

Consideramos H’, el simétrico a H con respecto a BC. Este punto estd en la circunferencia circunscrita a

ABC, asi que OH' = OA = 1. Entonces, por el subproblema 6.2., tenemos que S, H', O y A estan en la misma
circunferencia.



El triangulo SH H' es isésceles en S porque la mediatriz de HH' es BC que pasa por S. Los dngulos iguales
SHH' y HH'S son iguales a OHA y a AOH, respectivamente por éngulos opuestos y arco capaz. Eso nos dice
que AOH es isésceles.

V3

Por el subproblema 6.3., tenemos que a = 60°, asi que la respuesta és sen(2 - 60°) = -

2. Algebra

2.1. Desigualdades
Problema 1. Sean a, b, c reales positivos. Demuestra que las siguientes desigualdades:
a) a> +b>+c2>ab+bc+ca

b) L?’j*c R T

IN

Solucionaremos la parte a) de varias formas:

Forma 1: La expresién es equivalente a 2a? + 2b2 4 2¢? — 2ab — 2bc — 2ca > 0, pero esto es evidente cuando
se escribe el miembro izquierdo como (a — b)? + (b — ¢)? + (c — a)?.

Forma 2: La desigualdad es simétrica en a, b y ¢, asi que podemos suponer que a > b > c. Entonces, por
reordenamiento con (a, b, c) y (b,c,a) tenemos

a-a+b-b+c-c>a-b+b-c+c-a>a-c+b-b+c-a,

y la desigualdad de la izquierda es la que queremos.

Forma 3: Vamos a aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los vectores (a, b, c) y (b, ¢, a), obteniendo asi

a2+b2+c2:\/a2+b2+c2-\/b2+02—|—a22a-b+b~c+c-a

Para la parte b), identificamos el lado derecho de la desigualdad como una media geométrica de a, b y c,
ponderada con pesos respectivos de a, b y c. La desigualdad entre las medias geométrica y arménica de tres
valores x1, T2, 3 con pesos pi, P2, p3 se lee:

pitoatog o1 pa ops s PLT P2 T D3
1 2 3 = P P2 Ps
T1 T2 3



Aplicandola a a, by c:

a+b+mz a-l—l;—i—c _ a+b+ec
atete 3

Problema 2. Sean a, b y ¢ tres nimeros reales positivos el producto de los cuales es 1. Demuestra que si la
suma de estos nimeros es mayor que la suma de sus reciprocos, entonces exactamente uno de ellos es mayor que 1.

1 1
Las condiciones que nos dan son abc = 1y a+b+c > — + - + —. Para quitarnos los denominadores,

a c
multiplicamos el miembro derecho de la segunda condicién por 1 = abe, obtieniendo asi a + b+ ¢ > bc+ ca+ ab.

Consideramos el producto (a—1)(b—1)(c—1) = abc—ab—bc—ca+a+b+c—1 = —ab—bc—ca+a+b+c > 0.
Como no es cero, vemos que ninguna de las tres variables vale 1. Ademéds, como es positivo, debe haber un ntimero
par de variables menores que 1, asi que o hay 0 o hay 2. Si todas las variables fueran mayores que 1, entonces
seria imposible que el producto diese 1, asi que descartamos el primer caso. En el caso restante, hay dos de las
tres variables que son menores que 1, asi que solo hay una que sea mayor, como queriamos ver.

2.2. Polinomios

Problema 3. Sean «, 3 y v las tres raices del polinomio 22 — 522 — 6z 4 18. Encuentra los valores de a, b
y ¢ para que o, 32 y 42 sean las raices de 23 + az? + bz + c.

Las relaciones de Cardano-Vieta nos dicen

at+pf+y=5
af + fy+you=—6
afy = —18

a? 4 212 =—a
042['32 +B272 +’YZOL2 =}
023242 = —c

De aqui inmediatamente deducimos ¢ = —(—18)? = —324. Elevando la primera igualdad al cuadrado, obtenemos

—a+2(—6) =+ >+ 7> +2(af + fy+7a) = (a+ B +17)* =5 =25
Resolviendo, obtenemos a = —37. Finalmente, elevando la segunda igualdad al cuadrado:
b+2(—18)(5) = a*B8% + 27> + 7%’ + 2aBy(a + B +7) = (af + By +va)? = (—6)* = 36,
que nos da b = 216.

Problema 4. Las tres raices del polinomio 23 — 322 + bz + 1 son reales y estan en progresién aritmética.
Encuentra b.

Sean «, By v las tres raices del polinomio en orden ascendiente. Si d es la diferencia comtn, podemos escribir
a=f-dyy=p+d.

Ahora tenemos:
3=a+f+vy=B-d)+5+(B+d) =38
b=af+ By+ya =
~l=apy= (8- d)B(B+d)=p*>—-dp
De la pri?era ecuacion sacamos 3 = 1, y de la tercera sacamos que d?> = 2, por lo que las tres raices son 1 — /2,
ly1l++v2.



Finalmente, b = af + y+ya = (1 - v2)1+1(1+v2) + (1+V2)(1 -v2) =1—-V2+1+V2-1=1.
Alternativamente, una vez sabemos que 8 = 1 es una raiz, sabemos que 1> —3-124+b-1+1 = 0, de donde
sacamos b = 1.

2.3. Funcionales

Problema 5. Encontrar todas las funciones f : R — R tales que
2 fx)+ f(l—x) =2z — 2t
Fijémonos que la ecuacién nos relaciona f(z) y f(1 —z) de forma lineal. Dado que 1 — (1 —t) = t, podemos
sustituir x =ty = 1 — ¢ por separado y obtener:
2ft)+ f1—t) =2t —t*
L-t?fA-t)+ft)=21—t) - (1-1t)!

Ahora podemos ver esto como un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas f(¢) y f(1 —1t), y los
coeficientes son funciones de t. De la primera ecuacién podemos despejar f(1 —t) y sustituirla en la segunda.
Nos queda:

(L=t 2t —t* —2f ()] + ft) =2(1—t) — (1 —t)*

[—(1=t)* P+ 1) ft)=21—t) —(1—t)* = (1 —t)?- (2t — %)
[—t* 4263 — 2+ 1] f(t) =10 — 265 263 — 22 +1
Haciendo la divisién, podemos ver que t° —2t° +2t% — 22 + 1 = (—t2 4+ 1)(—t* + 23 — 2 + 1), asf que sacamos
f(t)=—-t*+1.
Es necesario ver que esta funcién en efecto cumple la funcional:

?l-z)+1-(1-2)P=2>-2*+1-1+22—2° =2z - 2*

Problema 6. Encontrar todas las funciones reales f, de variable real, que satisfacen la ecuacion funcional
fle+fz+y) = f2z)+y
cualesquiera sean x, y reales.

Como la ecuacién se debe cumplir para cualquier valor de x y de y, podemos poner x = 0 y obtener que
f(f(y)) = f(0) + y. Esto nos dice que es biyectiva, esto es, sobreyectiva e inyectiva:

En efecto, es sobreyectiva si para cada valor ¢ real encontrar algo con f(algo) = t. Poniendo y =t — f(0) lo

encontramos: f(f(t — f(O))) = f(0)+ (¢t — f(0)) =¢.

Para ver que es inyectiva, se tiene que ver que si a # b, entonces f(a) # f(b). Dicho de otra mane-
ra, si f(a) = f(b), entonces a = b. En nuestro caso eso pasa, ya que si suponemos f(a) = f(b), tenemos

F(0)+a = f(f(a) = F(F(b)) = F(0) +b, que nos implica a = b.

Ahora volvemos a la ecuacién original y ponemos y = 0. De aqui sacamos f(x + f(z)) = f(2z). Como la
funcién es inyectiva, debe pasar que los argumentos coincidan: x + f(x) = 2z, de donde sacamos f(z) = x.

Asi pues, la funcién solucién, si existe, tiene que cumplir f(z) = z para cada x, as{ que estd determinada. Solo
falta comprobar si nuestro tnico candidato a solucién lo es o no, y en este caso lo es porque z+ (x +y) = 2z +y.
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