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Problema 1. Halla todas las raices reales de la ecuacién
9zt — 2423 — 2327 + 58z + 26 = 0,
sabiendo que son cuatro nimeros reales distintos y que dos de ellos suman 2.

Proof. Denotemos las raices por 1, x2, 3, 24 de forma que x; + xo = 2. Entonces
9t — 242% — 232 + 587 + 26 = 9(x — 71) (v — 22) (7 — x3)(T — 24).

Comparando los coeficientes de las correspondientes potencias de x, obtenemos
las conocidas relaciones de Vieta:

r1+xy+ar3+zy = 8/3,

T1T9 + T1X3 + T1X4 + XT3 + ToXy + T3Ty = —23/9,
T1ToT3 + T1TaTg + T1T3%4 + Tox3xy = —H8/9,
T1T2T3T4 = 26/9
Dado que z; + x2 = 2, se sigue de la primera ecuacién que z3 + x4 = 2/3.

Reescribimos las ecuaciones segunda y tercera en la forma

(1’1 + xg)($3 + 1'4) + X1To + T34 = —23/9,
(1‘1 + 1‘2)1‘3(134 + (ZL’3 + (L’4>ZE1CL’2 = —58/9

Sustituyendo x; + 29 = 2 y x3 + x4 = 2/3, llegamos a

T1T9 + T3xy = —35/9,
r1x9 + 3x304 = —87/9.
De aqui despejamos x1xo = —1 y z324 = —26/9. Observemos que x12923x4 =

26/9 y consideremos dos casos:

s Caso 1: 2y + 29 = 2y 2129 = —1, de donde obtenemos la ecuacién x? —
2 — 1 =0 con raices: 1+ /2.

» Caso 2: 23+ 24 = 2/3 y x324 = —26/9 de donde obtenemos la ecuacién
cuadrética 922 — 6z — 26 = 0 con raices: 1/3 & /3.



Por lo tanto, las cuatro raices de la ecuacion dada son:

1 1
1-v?2, 142, g—\/ﬁ, §+\/§.

O
Problema 2. Determina cuéntos tridngulos rectangulos de lados enteros tienen
inscrito un circulo de radio 2025.

Nota. Si los lados de un tridngulo tienen las mismas longitudes que los lados de
otro tridngulo (es decir, son congruentes), se consideraran iguales.

Proof. Sea ABC un triangulo como el descrito, con C su angulo recto. Si llamamos
a y b a las distancias desde los puntos de tangencia a A y B respectivamente: la
hipotenusa es a + b y los catetos a + 2025 y b + 2025. Por tanto (a + b)* =
(a+2025)%+ (b+2025)2. Desarrollando y simplificando esta expresién algebraica,
obtenemos ab = (a + b)2025 + 2025%. As{

(a —2025)(b — 2025) = ab — (a + b)2025 + 2025% = 2 - 2025* = 2- 3% - 5! = m.

Hay 2-9 -5 = 90 divisores de m, y cada uno da una solucién al sistema a =
d + 2025; b = m/d + 2025. Cada tridngulo lo estoy contando exactamente dos
veces, luego puedo formar 45 tridngulos en esas condiciones (salvo congruencia).
O

Problema 3. Tras una fiera batalla, los piratas Barbablanca y Barbaverde han
obtenido un botin de 2025 monedas de oro, todas ellas de igual valor. Como buenos
piratas, tanto Barbablanca como Barbaverde son muy codiciosos y quieren sacar
la mayor cantidad de monedas posible (y saben que el otro hard lo mismo). A la
hora del reparto, deciden seguir estos pasos:

1. Barbablanca divide las monedas en dos montones, con al menos dos mone-
das en cada uno de ellos.

2. Barbaverde elige un entero n > 2 a su conveniencia y divide cada uno de
los dos montones en n montones, con la tnica condicién de que todos ellos
tengan al menos una moneda.

3. Por turnos, cada pirata elige uno de los 2n montones resultantes y se lo
queda para si.

Determina cuantas monedas se llevara cada pirata en el reparto si se sabe desde
el principio que en el paso 3 comienza eligiendo Barbablanca y cuantas se llevaran
si, por el contrario, se sabe desde el principio que comienza eligiendo Barbaverde.

Proof. Comencemos con el caso en que Barbablanca elige montén primero, luego
Barbablanca se lleva mas monedas que Barbaverde (como 2025 es impar, ambos
no pueden llevarse el mismo nimero), luego la situacién éptima para Barbaverde
es que Barbablanca se lleve 1013 monedas y él las otras 1012. Esto lo puede
conseguir siempre tomando n = 2 en el paso 2 puesto que, si Barbablanca en
el paso 1 divide en montones de z y 2025 — x, siendo x par y 2025 — x impar,



entonces Barbaverde divide el montén de x en dos montones iguales de 5y 5y

2025 — x en dos montones de |22 y [202=2| 4,
Supongamos ahora que comienza eligiendo Barbaverde en el paso 3, que Barba-
blanca ha dividido en dos montones x,y con > y en el paso 1 y que Barbaverde

ha decidido dividir en n montones en el paso 2. Ordenamos los 2n montones como
v > by >0y > by > > v, > by,

donde los montones vy, ...,v, se los lleva Barbaverde y los montones by, ..., b,
Barbablanca. Barbaverde debe intentar maximizar con su divisién la diferencia

A= +...4v,)— (b1 +...+by)
=01+ (va = b1) + (v3 = b2) + ... + (v, — by_1) — by < V1 — by,

donde la desigualdad viene de que cada paréntesis es menor o igual que 0. El
montén v; es el méas grande de todos y tendrd como mucho x — 1 monedas,
mientras que el montén b, es el mas pequeno y tendra como poco 1 moneda.
Para conseguir estos valores éptimos, Barbaverde debe elegir n = 2 y dividir el
montén mas grande en dos montones de vy = x — 1y by = 1, si bien el montén
pequeino y debe poder dividirse en dos partes iguales by = v, = §. Por lo tanto, si
el montén pequeno tiene un nimero impar de monedas, la igualdad no se puede
alcanzar, pero en tal caso podemos obtener una unidad menos si Barbaverde
divide en dos trozos con v, = by — 1. Deducimos asi que Barbaverde obtiene una
diferencia maxima A = x — 2 si x es impar y A = x — 3 si x es par. Barbablanca,
sabiendo la codicia de Barbaverde, debe elegir x para minimizar esta cantidad,
pero como x > 2013 (z es el més grande de los dos montones), esto nos lleva a
que su eleccién éptima es tanto x = 1013 (caso impar) como x = 1014 (caso par)
y que en ambos casos consigue A = 1011, la cual nos lleva a que Barbablanca
obtiene 507 monedas y Barbaverde 1518. 0

Problema 4. En un triangulo ABC, se eligen un punto X en el lado AB y otro
punto Y en el lado AC' alineados con el baricentro G del tridangulo. Halla el menor
numero real k que verifica la desigualdad

BX - -CY <k-AX-AY,
para cualesquiera X e Y en las condiciones dadas.

Proof. Observamos en la figura que /ZXGB = /ZMGD y /XBG = /ZMDQG.

A D




Entonces, AGXB ~ AGMD y tenemos que
GB GD XB GB 1

XB MDD MD _GD 2

Sin perder generalidad, podemos asumir que AB = 1. Si denotamos XB =z y
XA =1-—x, entonces de lo anterior deducimos que MD =2xy MC' =1—-2xy

XB x
XA 11—z
Del mismo modo, AXY A ~ AMY C' y obtenemos que

XA_MC@YC_MC_l—%
YA YO YA XA 1-—z

Por lo tanto, tenemos
XB YC  a(1-2zx)

XA YA (1—z)2°

Dado que % < x < 1, la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica

aplicada a los niimeros no negativos = y 1—2x nos dice que \/z(1 — 2z) < 3(1—2),

luego x((llj)xg) < 1. La igualdad se cumple si y sélo si ¢ = 1 — 2z, es decir,

cuando z = % Tenemos, por lo tanto, que k = % es una constante que cumple
la desigualdad y que es la éptima ya que se alcanza la igualdad en caso de que

XB = MC =%, es decir, cuando XY||BC. O




